۳ ور اس و بزنامه ۳۷ یر . ۱ 
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‌ 


ظ 


۱ رزیل شدههای ارسی 
سال شمه نبت: رم ۲ تاریخ: 
۱ دم 3 ریخ 9 


آموذش متوسطه عمومی 


ریاصی و فیز بات 
پدید آورندگان: 


ملف: ابوالقاسم قر بانی 


رسام: "سر و مدیر بان 


حقوق مادی این اثر متعلق به وزارت 


آموزش و پرورش است . 


۱۳۹۶+, 


چاپ از : چایخانه بهارستان 


بخش اول ‏ مشتمل بر سه فصل ‏ 
فصل اول - حل معا دلات در جو؟ دوم 
فصل دوم را بطه‌های بین ضریبها و ریشه‌های معا دله* درجه" دوم 


فصل سوم - معا دلاتی که به معا دله؟ درجه* دوم تبدیل پذبرند 


بخش دوم - رشته‌های اعداد 
فصل اول - تصاعد حسابی 
فصل دوم - تصاعد هندسی 
بخش سوم - لگاریتم 


فصل اول - لکاریتم و خواص آن 

۱ فمل دوم - محاسبات لکاریتم‌ی و موارد استعمال آن 5 
بخش چهارم - هندسه* تحلهلی 
فصل اول - مختصات نقطه و سائل مربوط به آن . 


فصل دوم -معا دله* خط راست و سائل مربوط به آن 


۴۹ 


۵۶ 


۶۱۷۲ 


۸۳ 


۱1۱ 


۱۳ 


بخش‌اولا . 


مشتمل برسه‌فصل 


فصل 
حل معا لات در چه دوم 


1 سادلةً ه سب (:)۳ دا که در آن (ع)۳ چند جمله‌ای است معادلة محیح و درجة چند 
جمله‌ای (۳)۶ را ددچهُ این معادله می‌نامند . اگر + 0۶ ()۳ ۸ آنگاه ه < + 0 
صودت کلی يك معادلةٌ يك مجهو لی درجه اول خوانده می‌شود که 0 ضریب مجهول و 9 مقداد 


معلوع بوده و وفتی هد داریم دب و اگر 6 + 0۲ ع- () ۲ ۰ آسگاه 


ه مس + 7 + ۲ ری يك معادلهً يك مجهو لی درجه دوم است . 
تعر یف - معادلهةٌ يك مجهولی درجة دوم برحسب 1 معادله‌ای است که به صورت زیر 


0 


معادلة (۱) را شکل کلی معادل؛ يك جهولی درجه دوم می‌نامند . در این مسادله ۵ و 
9 و 6 اعداد حقیقی معلوم فرض می‌شوند. 0 و 6 ممکن است صفر باشند ولی همواره فرض 
می‌کنیم هدن » زیرا در غیر این‌صورت معادله از درجه دوم نخواهد بود,۱ 

خاطر نشان می‌کنیم که در موقع حل کردن معادلة (۱) مجموعة ۲ را مجموعة مرجع 
می گیر یم. یعنی مجهول ۲ باید عددی حفیقی باشد. و درصورتی که 1 حفیقی نماشد می گویند 
معادله حواب ندارد یا مجموعُ جواب آن تهی است. 

اگر 9 یاه یا هردو صفر باشد» معادلة درحة دوم را ناقحصی می‌نامند و اگر هيچ‌يك از 
ضر ایب 0 و 9 و 6 صفر نباشد» معادلهٌ درجه دوم کاعل نامیده می‌شود. 

باید توجه داشت که معادلات يك مجهولی درجه اول ودر جه دوم - همیشه به صورت فوق 


باشر . 


نبست پلکه بیشتر اوقات معادلات به‌صورت : (۱) ()ع < (5)] 
که‌در آن (۶ و ()ع عبادات جبری هستند » می‌باشد . اگر()] و (*)2 چند جمله‌ای باشند 


که آن را در کلاسهای بعد مورد بحت قرار خواهیم داد. 


۲ 


معادله دا صحیح و اگر ()] و (*)8 کسری اد ( ج-3) معادله دا کسری و 


اگر (5)؟ با (2)2 زیر دادیکال باشد (< ۵ + ۲ ۷) معادله را گنگک یا اصم می‌نامند. 


معمولا اعمالی پاید دوی (۱) انجام شود تا معادله به صورت ه حد ‏ + رن با 
هد 6 + زوا + 0۲ بیرون آید. 

حجوزه تعریف بات معادله 

معادلهٌ ()ع ‏ (2)] وقتی‌ريشه دارد که اولا حوزه تعریف (5 «(«)ع یعنی ع(1 و ۳ 
تعریف شده باشند (یعنی برای هرعدد حقیقی متعلق 12 یا 1 بتوان ()] یا ()8 دا حساب 
کرد) انیا ه جو(1()۱1 . 

مثال ۱ - معادله . ۲ ع ۵ +۲4 / دارای ريشه نیست زیسرا حوزه تعصریف 
۵ + یرب اعداد مثبت است درصودتی که طرف چپ ۲ - است. 

مثال ۷ س معادلهً - ۷۳ < 1/۳۲ دارای ریشه‌است زیرا دد طرف چپ 

۷ 

[ ۲<: و ۱8 1-:ط و درطرف داست| ۳> ۱ ]یط که اشتر ال آنها 
۱ ۳ ) - »(10:)01 وخود ۳ جواب است . 


۲- روش کلیی حل معادلة درجة د9م - همان گونه‌که در سال اول کنتیم ء 
به‌طور کلی برای حل معادلة درجه دوم : ۱ 
۰ 6 0-1-1016 )۱( 
طرف چپ آن را در صورت امکان به حاصل ضرب دو دوجمله‌ای درجه اول ()۸ و (802 
تجزیه می کنیم تا معادله به‌صورت زیر درآید؛ 
۰ (۸۷(۰۳)۷ ۰ (۲) 


در این صورت معادلهة () هم ارز است با دو معادلة درحه اول » << (() ۸ 


يا »<()1 . معادلة : . ه حا(و) ‏ ا(۳ 6۲ 
مقال - بر ای حل : 
آن را چنین می‌نویسیم ‏ 
و ۳ ۲)( وس چا ۳ (۷) 
و یا » << ٩(‏ ۲-:۳()۱ - (۳) 
این معادله هم‌ارز است با دومعادنهٌ » عد ۳ - ۳ و ه < 14 » و بنابراین ریشه‌های 


آن عبارتند از - تا و ات کر 


آ[ - حل بعضی از معادلات درحد دوم ربدون استفاده از دستور) 
پیش از آن‌که دستور کلی حل معادلة درجه دوم را بیان کنیم » چند نوع معادله را حل 
می‌کنيم تا زمینه برای به‌دست آوردن دستور کلی آماده شود. 
۳ - حل معادله . << م سل (] حل- آ کز 
را ۱۳ ۳ یعنی 0 مساو با ۱ است. اگر بتو انیم دو عدد بيايیم که مجموع 
آنها ‏ و حاصل‌ضر بشان 6 باشدء با استفاده از اتحاد ۰ 


۲ )0-۲- (۰-۲ م0‎  )۲-1-0()۰4( 


می‌توانيم طرف چپ معادله را به‌حاصل‌ضرب دو دوجمله‌ای درحه اول تجزیه کنیم وحل معاد له 
ساده می‌شود. ۱ 
مثال - حل معادلة. » جح ۵11-8 -- 1۲ 
به آسانی می‌توان دریافت که دوعدد ۲- و ۳.- مجموعشان ۵ - و حاصل‌ضر بشان 
۱ و است. بنابر این معادله را می‌توان به‌صورت زیر نوشت. ۱ 
۱ ۱ ه ع (۳ -- 6)( ۲ ۲) 
و این معادله با دومعادلكٌ ه ح 1-۲ و ه 3-۳ هم ارز است و بنابر این‌ریشه‌های 


آن عبارتند از ۲ الا و 2۳ ۳ . 


نمرین 

معادلات زیر را با روش فوق حل‌کنید » 

9 ۳ سل ۴ سب 16 ۲ هد ۱۳۴-۱۳ از 
۳ هس ۲ سا ۱/۲ مت یا ۴ » 2 ام -|- ۱۹ -- 16 
۵ ۳ ۱-۴۱۲ ۶ ۱0۲۲۱ )6و 
۷ ه < و ۲-1-1-۷ ۲ ۸ 2 اک( 
۹ هواس 0 و هواس ۳ 16 
۱ » ست ۵ ۶ - ۱۷۲ سب یز ۲ »۱۲۷-۲۸ آاس 
۱۳ هس ۳ 91۲ ۱ از ۱۴ ۲ ۲۰ < پدم/ 
۱۵ 6-۲ << 16 ۶ ۴ ۲ ۱۴۳ سج عز 
۱۷ و ۱۳ ۱۸ هت ۶003-1-0 ۲ 
1 ۲10-0۲ ع< ۲ ۲ ۷۰ ه 2 9۲ ۲( 36) 


7 (4-۱) برع ۲ ۰ -- ۲( -- )- ۱(۲--۲) 


۴- حل معاد له تاقص هت 0] 0۲-4 بت این معادله را می‌تو آن به صو رت 
» << ( 0 -- 016) 2۲ نوشت که هم ارز است با دومعادله یا ه -- 1-0 036 ۹ 


پس معادلة 0-1-0-۰ که در آن ه 02 همیشه دو ريشه دارد که عبارتند از 


۱ ۷" 


تمرین 


معادلات زیر را حل کنید: 


۱ ۵ بت لاه سس ۲ از ۲ هت 6 ۷ سل ۲ 
۳ » ح ۵6 سا و سب ۴ ه ست »۳ ]۹/1 سب 
۵ هس رم ۲ ۱۷ ِ ۱۱۷۲-۱۱ 
٩۲-۱۱6 2 ۰ ۷‏ ۸ ۷/۵ ست آ پاز۳ س 
۹ هت ۲-4 ۲100 ۱۰ » حد )زا( ۱ سس 0) 0۲-1 


۵- حل معادلة ناقص ه +0۲4 - اين معادله جملهٌ درچه‌اول ندارد ومی‌توان 
آن را به‌صورت زیر نوشت : 
سک اد 

اولا ا گر 0 و » متحدالعلامه باشند» طرف‌چپ معادلة فوق که مجموع ۲ و عددمشت 
است» هميشه مثبت است و نمی‌تواند مساوی صفر باشد. پس در اين حالت معادله ریشه 
ندارد ومجموعة جواب آن تهی است. 

هك ت س ۲ "۲ ۳ ۲ 

انیا اگر ۵ و 6 مختلف‌العلامه باشند » ک منفی و بتابر این 2 میت است و 


می‌توان معادله را چنین نوشت: 
۱ رس مت ) س و 


با چم( 


معادل فوق هم‌ارز است با دو معادلة : 


۳ -د ۶ ۳ گت سب 
ك 


پس دراین حالت معادله دارای دو ريشه است که قرین یکدیگر مي‌باشند: 


و یا به‌طور خعلاصه ۰ مت و 
0 


2 : 5 دای دا 
تبصره - می‌توان معادله هم 0۲1-6 را به‌صورت 6 -- س- 05۲ و یا اجه 


۹ 
نوشت. اگر طرف راست یعنی ح_ مثبت باشد» از دوطرف جذر می گیریم حاصل می‌شود 


ا 


مثال ۱ - معادلهٌ هب ۳۶۲-۵ ريشه ندارد زیرا مجمو عدو عدد مثبت نمی‌تو اندمساوی 
با صفر باشد. 

مثال ۷ - حل معادلة و سب ۵ سب آ ۴6 

این معادله هم ارز است با دومعادلة » < ۵ ۲-۱ یا ه عد ۵ ۷-۲۷ (چرا؟) و 


ریشه‌های آن عبارتند از دوعدد قرينهة دی و ِ او 


و نیز می‌توان معادله. را به‌صورت ۵ ۴۲ و یا بش ایو نوشت و از دو طرف‌آن 
جذر گرفت تا حاصل شود ۰ شاد -د. 


تبصره - اگر ‏ و 6 هر دو صفر باشند معادله به‌صورت 05۲-۰ در می‌آید و اکر 
هد دارای ريشة مضاعف ه -- 2 است. 


تمرین 

معادلات زیر را حل‌کنید : 

۱ و و ۲ ۰ ۳4 -- آ جا 6 
۳ هت ۴ ۶ سب ان ۲ ۴ در 
۵ ۰ -< ۸ ۲ -- آ ۷ ۶ 2۰ ۲-۱۴ ۱۳۲ 
۷ رش ۸ مد ۲-۴٩‏ ۳ 


۶ شکیل مربع کامل بت می‌دانيم که : 
"(۲0) عت 0 06-4 ۲-۲ 1۲ 
یعنی سه جمله‌ای 0۲ + ۲ + ۲ مربع کامل دوجمله‌ای ( + ر) است . پس : 


اگر فقط ۲-۲0 را داشته باشیم و بخواهيم آن‌راکامل‌کنيم تا 


مر بع يك دوجمله‌ای درجه اول شود باید به‌آن ۲ یعنی مرب نصف 


ضریب ۶ رابیفزاييم . 


این عمل دا اصطلاحاً تشکیل مرب می‌نامند. 

در اتحاد ها گاهی اوقات بجای - از جح نیز استفاده می‌شود . 

مثال - می‌خواهيم ۲-۷ را کامل کنیم تا مربم يك دو جمله‌ای درج اول شود . 
ی 1 ۱ ۷ ۱ 

به‌عبارت فوق مربع نصف ضریب ۲ یعنی (م--) را می‌افزاييم حاصل می‌شود: 


۲ ۲ ۲ 
(ست - بد) 5 [رج) + | +۷ سس 1۲ سس (س )سا ۷ سس ایو 


۷ حل معادلة 0۲4-06۰ با روش تشکیل مربع - به وسیلة روش 
تشکیل مربع که در فوق ذکر کردیم می‌توان معادلة درجة دوم کامل را در صورتی که ريشه 
داشته باشد حل کرد. 

مثال ۱ - حل معادلة : .هد ۱۸۷ ور ی )۱( 

ابتدا جمله‌هایی را که شامل مجهول ‏ هستند دريك طرف معادله قرار می‌دهیم: 

۷ حت ب ۶ سل با 

اکنون طرف چپ را کامل می‌کنيم تا مربع يك دو جمله‌ای درجه اول شود. برای این 

کار مر بع نصف ضریب ۲ را به‌هر دوطرف معادله می‌افزاییم : 
۳(۲) ۱۷ () عر سل 


ویا ۶ 4 ۲-۶ 

ویا ۶ ۳(۲ ۲-۲) )۲( 

چون دراین مثال‌طرف زاست معادلهُ (۲) مثبت است می‌توان از دوطرف آن جذر گرفت 
و نوشت : 0-۴ حد ۳ + ی 


از معادلُ ۱۴ عد 4-۳ حاصل می‌شود ۱۱ 2 ۲ و از معادلة ۱۴ - عه ۲۳ حاصل 
می‌شود ۱۷-- 2 ۳ . ۱ 
و نیز می‌توان معادلهُ (۲) را به‌صورت زیرنوشت: 
۰ *(۱۴) - ۳(۲ ۲ ) 
وی ه < (۱۴ - ۳ ۴()۲ ۱ 
واين معادله هم‌ارز است با دومعادلهُ زیر ؛ 
م۴۱۴2 یا ۳۳۰1۱۴-۰- ۷۲ 


ور 


پس ریشه‌های معادلة (۱) عبارتند از : ۱ص و ۱۷- < 1۳ 
سوال - کدام‌يك از دو روش فوق را ترجیح می‌دهید. 
مثال ۷ - حل معادلة : » < ۱۸۷-ا وس 
۷۸- < ۳(۲ -) 
چون دراین مثال طرفب راست معادلهٌ اخیر منفی است معاد له ریئه ندارد .(چر ا؟) 
مثال ۳ - حل معادله ‏ ۱۵ »6 ۲ ۳۲ 
شود» زیرا ضریب 5۴ مساوی با ۱ نیست . پس ابتدا دوطرف معادله را به ضریب 4۴ یعنی ۳ 
تقسیم می کنیم حاصل می‌شود: 
۴ 
وتات ۲۲ 
اد اس ۳- 1 
اکنون طرف چپ معادله اخیر را تکمیل می‌کنیم تا مربع شود و بررای این کار مر بم نصف 


۲ ۱ ۳ 
یفن ۳ به هر دو طرف معادله می‌افز اییم : 
۱ ۴ ۲ ۲ ۳ و 
وت ( )ها رح ۲ 
۱ 9 ۲ ۲ 
و یا ۳ ( سم( ) 


چون طرف راست معادلة اخیر مثبت است معادله ریشه‌های حقیقی دارد » زیرا می‌توال 


از دوطرف آن جذرگرفت ونوشت: 


پ ۳۲ ۷ 7 
۳ ۳ ۲ ۴ ۳ 


معادلات زیر دا با روش تشکیل مر بع کامل حل کنید : ۱ 
۱ ۲ ۱ جح ۰-۷ ۲ ۲ ۷ سب ی , 


ده ات ۳۹ از ۴۳ ۱ ۱ ۲ ۲ ۳۹" ۲( 


۳ 
٩ ۸ ۵‏ ۲ ۶ ۱ ۲ ۲-۱۸ 6 
۷ ۱۱-۲ ۱۲ 7۳" ۱۲۲۷۱۱ 
۷ رس ابو 3 ۱ 7۹ ۳9 ۳ 
۹ ت ۳ ۱ ۵ ۵ 
۱ ۳ .۷ ۲ 
۱ ساب بت کر سک کل ۱۷۲ -_ ۹ 
۱۳ ۳ ۷۲-1-۵1 ۱۴ و ۳ 
۱۵ ۲ سد ۵ ۷:۲ رّ -- ۱۵ عه ۳6 


1 - دستور حل معادلهة کامل درحه 9۵م 
در شماره‌های و + روش حل معادلة درجه دوم کامل را به‌وسیلة تشکیل مربم دیدیم . 
اينك از همین روش بر ای" به‌دست آوردن دستورکلی حل معادلهةٌ درجة دوم استفاده می‌کنیم. 
,۸- حل معادله : » -- 6 -1-191-1 0۲ (۱ 
ی با صفر فرض می‌شود (چرا؟) معادلة (و) را مي‌توان چنین نوشت : 
ی اب 


و یا س.- و ی (۲). 


برای آن‌که طرف چپ معادلة (۲) را تکمیل کنیم تا مربع يك دو جمله‌ای درجة اول 


۱ ۱ 9 ی 
شود همان گوه که درشماره ع گفتیم به‌دوطرف معادله مقدار چج > (یعنی مربع نصف‌ضریب) 


را می‌افزاييم حاصل می‌شود: 


سل ۲ 
0 ۴0۲ ۳0۵۲ 6 0 ۳ 5 
»۲-۴ ۳. ۱9 


۶ ۱ 1 سای ۳۳ 4 
معنی معادله (۳) این آبنت که رب مباوی اب "است , واین. 


عبارت وقتی حذر دارد که مثبت يا صفر باشد . اما مخرحش مشت است و بنابراین علامتش . 


به‌علامت صورت آن بستگ دارد. پس سه‌حالت تمیز می‌دهیم: 
اولا ۴06۰ - 9۳ 
دراین حالت طرف راست معادله (۳) مثبت است و دو ريش دوم دارد. پس : 


1۱-۴06 -+-۷ 


9 
تست صتت- سل از 
۳۰ له ۳ ۰۰.۳۰ 


بنا پر این معادلٌ (۱) دارای دو ريش زیر است : 


1-۷3-05( ار 
۳ 

۱-0 بر 
۳0 


که می‌توان آنها را يك‌جا به‌صورت زیر نوشت: 
۲-6 و / 4 9[ سب ۳ 
۳0 


۱ 5 1 
در این حا لت داریم : هد 7 با و از نج مس | 


و 9 و سب مت 


ملاحظه می‌شود که دراین‌حالت دو ریشه معادله با هم مساوی هستند. به اين دلیل است 
که می گویند درحالت هد ۴06 -- 19۲ معادلة (۱) دارای دو ديشة متساوی با بك ديشة مضاعف 
است . 

دراین حالت کسرطرف راست معادلة (۳) منفی است و جذر حقیقی ندارد و معادله (۱) 
درمجموعه 8 ريشه ندارد. ۱ 

4 مین معادله درحه 93 .- عبارت ۴06 -- 0۲ را که وحود ریشه‌های معادله : 
درجهٌ دوم » 0۲-1-1941 به‌علامت آن بستگی‌دارد مبپن معادله می‌نامند و آن‌رامعمولا 
با حرف یونانی ۸۵ نمایش می‌دهند. 

ه !ب خلاصه - از آنچه گذشت نتیجه می‌شود که درمعادلة ۰ 

0-1 01-6 


اولا اگر ه<<۴06- 19۲ -- ۵ ؛ معادله دارای دوريشة نام‌تساوی 


احتان 


انیا اگر ه <۲-606هاح ش » معادله دارای يك ریشْة مضاعف 


4 


۹ 
ری ۲ 


ثالخا اگر ۵-9۲-06 , معادله درمجموعه 8 ريشه ندارد. 


پس برای حل کردن معادلُ (۱) ابتدا 1۲-6 <- ۸۵ را حساب می‌کنیم. اگر ۸ مثیت 
بود ریشه‌های معاد له از دستورهای کلین به‌دست می‌آیند. اگر ۵ صفر بود معادله دارای ریش 
9 
متا یز است. | معادله حو ا ۱ 
مضاعف جب 1 . اگر ۵ منفی بود دله جو آب حقیقی ندارد. 
مثال ٩‏ حل‌معاد له 9 2 
ضر ایب معادله عبارنند از 0-۲ و ۳ ح ط و ۵ حدم و مبین معادله مساوی 
 )۱۳(۲ --۴ ۷ ۲ < ) - ۴۵( 2 ۱۶۹-۳۳۶۰ 26۹‏ ۵ 
چون این مبین مثبت است معادله دارای دو ريشه است که عبارتند از . 


ی و ۵۲اب 
۴ ۴ 
اما ۵۲۹-۲۳ ۷ ؛ ؛ پس: 2 و و "2-٩‏ 


مقال ۲ - حل معادله؛.. هت سا ورن ۷ 
دراین معاد له 1-۵ و اس و[ و 4 6 فا : 
۹۰۰۲۰ ۲۷۵6 < ۴ ۳۰(۲-) ع< ۴06 - ا وا نش 


پس معادله دارای يك ریش مضاعف ِ- است و دایم 


مثال ۳ - حل معادله. هد بسن ۲ با 
دراین معادله وه و وحطدط و پاعبم و 
۱ 2-4 ۱۷ ۳( - رت 
چون ۳ منفی استر معادله ریشه ندارد, 
۱ تتصره - اگر ضر ایب 0 و 6 از معادلة ه 0۲-1046 مختلف‌العلامه 
باشند ۰ ۴06 منفی و بنابراین 806- مثبت و مبین 9۲-۴06 مثبت است و معادله دارای 
دوريشة حقیقی است. 


اگر ضرایب 6 و 6 مختلف‌العلامد باشند » معادل 
۱ هم هبدن دار ای دو ریشه حقیقی ان 


توجه کنید که شرط مختلف‌العادمه بودن 0 و » برای وجود دو ريشه کافی هست ولی 
لازم نیست, 


۱۱ 


وا و ی یم وا 


»بات انح سم ۳ سس سس ست بت تست 


مثال ۱ دح مادلء ۹۹ 0 . 
پیش از آن‌ که مبين معادله را تشکیل دهیم ملاحظه می کنیم که چون 0-۳ و ۵ عد6 
مختلف‌العلامه هستند با اطمینان می گویيم که این معادله دارای دو ريشه است ( این ریشه‌ها 


۱ وا حساپ کنید). 


مثال ۷ - حل معادلةه .. و( ۱۳۲ او 
دراین مثال چون ۵ و » متحدالعلامه هستند نمی‌توانیم بگویيم که معادله ریشه دارد یا 
ندارد و اچاريم ۵ را تشکیل دهیم: 
۵ ۱۴۴ - ۱ج و 26 ۶ 2 ۴ -- ۱۳(۲-- ) عد نش 
چون ۵ مه مثت است ممادله دو ريشه دارد (اين دو ريشه را حساب‌کنید), 
۲ ساده کردن دستورها (دستور ") - اگر درمعادله : 
۱ وت 6 06۲-06 
ضریب جملهٌ درجة اول یعنی 1 مضربی از۲ باشد» دستورهای‌حل‌معادله ساده می‌شوند: 
نمف ظ را ال می‌نامیم. پس ]۲ 13 . دراین‌صورت‌میین‌معادله چنین نوشته می‌شود: 
(00 - ۴)0۱۲ ۴06 - ۲ و۴ ع< ۴06 - ۲( ۲) -- ۵ 
بنابر این 
۲۷/۲۲2۵ (06- 0۲) ۴۵۵۷/۴ - و /ا 


عبارت 1۲-06 را مپین میاده شده می‌نامند و آن را با حرف "۸۵ نشان می‌دهند . در 


۱ این حالت ریشه‌ها به‌شکل زیر درمی آیند: 


۳ 1۳15۳۳5 
۳0 0 
و ۲۷/06 ۲ بو ویا. | شرا لاح 


۳0 ۱ 0 
متال ساحل معادلةه 9 ۱ 1/۲ ۲ -۲-1 ۶ 
دراين معادله : ده و ۲۲۷۲ و ۲/حا و وس م6 
وج ۲4۱ ع نع اش ۴ ریشه‌های معادله عبارنند از. 
۴ ۲ دا و ۱/۳ 1/۲ - عد ۲ 
۳ حل بت مسئلة نمونه 
7" مسئله ‏ به‌ازای چه مقادیری از پارامتر 10 معادلة زیر دارای ريشه است؟ 
2۰ (۷ 4 ۳) -۱(۷- ۲10) ۳۲ ( ۳0 --۱)... (۱) 
5 حالت افل - اگر وتتد از معادلة (و) معادله‌ای از درجة اول نتیجه می‌گردد که - 


چنین نوشته می‌شود . تا تس 

این معادله در مجموعه 16 فقط يك حواب دارد ۰ ۳ (بحث دربارةٌ ریشهُ دیگر آن 
را درسالهای بعد خواهيم.دید). ۰ ۱ 

حالت دوم - اگر ۱رد معادلة (۱) از درجة دوم است وبرای آن‌که دوريشه (متمایز 
یا متساوی) داشته باشدء لازم و کافی است‌که مبین آن مثبت یا مساوی با صفر باشد. داریم : 


0 6 و ۲۳-۱ و (104-۲) ی 


ِ (0۲) (قا )ع آ(۱ ت ۲0 ۲)عد ۴06 ۲و ۵ 
و یا ۸ سل ۴110 - ۳1۲1۲ - ۱-- ۴۲۲-۳11 -- ۸۵ 


اولا - اگر >-04م- ع ۵ یعنی بش <: معادله ریش حقیقی ندارد. 
انیا - اگر ۰ -د ۸110-1-8 - ع شا یعنی بت 101 معادله دارای يك ریشه مضاعف 


۱ 9 
است که از دستور 6س ع< وا حاصل می‌شود. بنابر این: 


اگر درتساوی فوق به‌جای 20 مقدار آن یعنی ِ- را قرار دهیم» معلوم می‌شود که: 
۵ حد ۲ ست "۲ 

ثالماً - گر ۰< ۸111-1-4 یعنی > 13 معادله دارای دو ریشّة متمایز است که 

٩ 1‏ سل 0[ .۸ ات 

5 ۲) ۱ ( 


۱ 


۲ )۱ -1101( 


خلاصة بحث فوق در جدول زیر مندرح است: 


۱ 
معادله نتیجه ازدرجة 


3 - ۳ 


نمرین 


معادلات زیر را حل کنید: 


: هت 6۲ سا سس و ۲ +۷۲۲ 
لس کی چِ ۰ ۲ < ۴و۲ 
۵ ۰( ۲-۲۱۶)۲ ۲۷ ۴ سا دای 
۷ اب لب ۸ 0 ۱/۲ ۲/۳ -‌آ 2۹ 
۹ ( و »)۷ ع (۲()۰-۳ -- »ا۵) 
۰ ۲-۰( --۷) ح (۵ - »)(۳ -- ۵ ) 
۱ (۱۶- :۲()۳ - ) عت ۳(۲ ۲ )حد ۲ (۴ - 5د) 
۲ ۷ ۳۳ ( ۷-۴ ۱۱()۵- ۲۷) - ۱۴۲ 
ث_ِ_ِ (و -- تس (۳ + 5) ع (۷ - 6۳۲ (۲ )۷( - ۱()۴-) 


حوزه تعریف هريك از معادلات زیر را تعبین‌کرده معادله راحل کنید و پس‌از حل کردن 
معادله تحقیق کنید که آیا ریشه‌ای که به‌دست آورده‌اید قابل قبول است یا نه. 


رژ ۱ ۵ ۲ ۲ 
۱۵ سای 
۱ سب وز ون ۳ و 
م1 ۱ فد 12 عاسگ 
۱۳ ۳۳ ور ! << ار 
۳ ۸ سم از وزج ۳ 
۳۹ ۸-۳ 
٩‏ ما0 
۲-۳ ۹ 3-۳۳ 
۱4 ۴ 1-۴ _ر ۲ با 


20 1 - و 


۳ (۲ ۷۵ 1 
۷۰۲ ۳ ۵۶ 


تعیین کنید به‌ازای چه مقداری از 10 هريك از معادلات زیر 9 مضاعف است 
و سپس آن ریش مضاعف را حسماپ کنید؛ 


7 ه ‏ (۳ چا ۱ )۳۲ ) 
7 »۲-100 (۳ -- ۷1۲۵ ) سس ۲ کر 
۴۳ د ۴( (108-۱) ۲ ۲۷(۲ 4 18) 


7 را چنان تعیین کنید کد هريك ازمعادلات زیر دارای ریشه‌ای که معین کرده‌ایم باشد و 
سپس ریشه دیگر را حساب کنید» 


۷۴ هه ۲1۳۷4-10۵ - ۳0۱(۲)_.__ دارای ریش ۲ باشد 
۲۵ ه > ۲۲۱۲۷ 1( 4-۲ 10) ۷ - و دارای ریشْه ۵ باشد 
۷۶ ما4( )و .__ دارای ريشة و باشد 
به‌ از ای چه مقادیری از 19 هريك از معادلات زیر دارای ریشه‌های حقیقی است؟ 
" تحت تا( م6 
۷۸ ۱ ۰ - ۹۲0 ۰ ۱(۷ ۳۵-۲ ۲-۲ (۳- 0) 


۱۵ 


فصل 


رابطه‌های بین ضر یبها و ر بشه‌های معادلةٌ درجة 
دوم - حل نامعادلهٌ درجه دوم 


۱- قضیة اصلی )گرمعادله درحه د2م «۲4-٩‏ دار ای دور يشة متما یر 
یا متساوی باشد. محموع آنها مساو ی با ِ وحاصل‌ضرب آنها مساوی با گ خواهد بود. 
بررهان اولا اگر معادله درحه ۳ دارای دو ريشة متمایز باشد » مبین آن یی 


۲-60 -- 4۸ مثیت است و داریم : 


٩۲ 04-2‏ و ۳۵ وا بت ح ۷۲ 
۲0 ۲ 
بنا بر این* ۵-9-۵ ۷+ظ- 1 ود 
۳0 ۳ 
0 
و کته 9 س ( هت < )۷ ۱ 
رمع )فا اج انب 
7700 
و ی ۵ « (۲( 


انا اگر معادلهُ درجه دوم دارای ریشه مضاعف باشد » یعنی داشته باشعم 
هت ۴616 -- ۲ وا -- ۸۵ 
باز روابط (۱) و (۲) صحیح هستند (چر ا؟). 
یه نوا دبز می‌تو ان دید که دراین حالت : 


_- ۲ ۸۶ 
0 : ۳۹ 


۴ 
۳ 
7 ۴۶0۳ 0 


زیر! دراین حالت 3-۴06 . 


موارد استعمال قضيذ اصلی 
الف - بحت در وجود و علامت ریشه‌های معادلة درحة دوم (بدون حل 


کردن معادله) 
۲ - همواره می‌توان بدون حل‌کردن معادله درجه دوم ۰ 
(۰حده) و 6( 0 )۱( 


با استفاده از قضیه اصلی فوق در وحرد وعلامت ریشه‌های آن بحث کر د۰ 


۶ 
4 


در این صورت ‏ و 6 مختلف‌العلامه هستند و چنان که در شماره ۱ فصل دوم دیدیم 
معادلهُ (۱) دارای دو ریشّه متمایز است. این‌دو ريشه مختلف‌العلامه هستندزیرا حاصل‌ضر بشان 
متفی است, 


دراین حالت یکی از ریشه‌ها پنا بر آ نچه درشمارة ۴ فصلی دوم ديديم صفر است و ریشه 
دیگر مساوی است با سل (چرا؟) ؛ و بنابراين علامت آن مشخص است. 
4 


0 
دراین حالت باید م۵ یعنی مبین معادله را تشکیل داد. 
اگر »۵ معادله ريشه ندارد. 
ار »<۵ معادله دارای دو ريشه است که چون‌حاصل‌ضر بشان مثبت است متحدالعلامد 


هستند وعلامت مشترك آنها علامت مجموعشان یعنی لد ) است , 


۳ تبصوه - با درنظر گرفتن حالت > می‌توان تبصره شمارهُ ۱۱ فصل دوم را 


: کامل کرد و گفت۰ 
اگر 4 و 6 مختلف العلامه باشند: معادلث ه 0۲-9-16 دادای دو دیش مختلف- 
العلاعه است , 


۴س خلاصه - معادلة درجة دوم ۰ 0۲4946 را درنظر گرفته مبین آن‌را ۸۵ 


و ریشه‌های آن‌را "۷ و ۳ می‌نامیم: 


دراین صورت معادله ريشه ندارد 


.ءج لد _ در این صورت << ۲ 


ط ۱ 
9 ۰ > > لا 


مثال ۱ - بحث در وجود وعلامت ریشه‌های معادلة زیر بدون حل‌کردن آن 


9 هب۵ اه #است 


جون دراین معادله 6 و م مختف‌العلامه هستند معادله دارای دو ریش مختلف‌العلامه 


۴ + ۱ ۳۹ مم 4 نت ۱ ‌ 
است و چون مجموعشان که مساوی سس است مثبت می‌باشد پس ریشه‌ای که قدر مطلتش 
گنر است مثبت است. 

اگر معادله را حل کنيم» درستی بحث فوی معلوم می‌شود. 


۵ اا ۱ م 0 
و ۵ ۱ 0 ج ۳ سب و ۱ 0 ۳ب 


مثال ۲ . بحث در وجود وعلامت ریشه‌های معادلهُ زیر بدون حل‌کردن آن 
و ۵۳۵۷۲ (۱) 
چون دراین معادله ۵ و 6 متحدالعلامه هستند نمی‌توائيم حکم کنيم که معادله ریشه‌دارد 
یا ندارد و باید مبین معادله را تشکیل دهیم: 
۸۵ ۲ < ۵ < ۴- ۳۵(۲) < ۵ 
چون این مبین مثبت است معادله دارای دو ریش منمایز است. چون حاصل‌ضرب این‌دو 


ريشه یعنی سل مشت است؛, دو ریسه متحدالعلامه هستند. چون مجموع ریشه‌ها یعنی 
01 
پیت نت ی پیب منفی است» هردو زیشه منفی هتند, 
0 
خلاصه این که معادلة مفروض دارای دو ريش منقی است. 


(معادلهُ (۱) را حل‌کنید و.درستی بحث فوق را نتيجه بگیرید). 
مثال ۳ - چه متادیری باید به 70 نسبت داد تا معادلة زیر دارای دو ريشة مثبت‌باشد؟ 


۱۸ 


نس ل و ۲۱(۷۲ - ) 
بر ای آن که معادله دارای دو زيشه مشت باشد؛ باید 


اولا هج<۸ تا معادله دو ریشه داشته باشد 
تانیا ۳ تا دو ریشه متحدالعلامه باشند 
0 
الا «حدل. تا هر دو ريشه مثبت باشند 
‌ 


پس باید داشته باشیم : 


10(<۰- ۳)۱- 4 ال )۱ 
۲ ۳ 
۵ 0 
یت ۳( 
0 ۱ ۹ 


از حل نامساوی (۱) معلوم می‌شود که باید ۲- <10 و از حل نامساوی (۲) معاوم 
می‌شود که باید > و ازحل نامساوی (۳) حاصل‌می‌شود >18 ؛ بنابر این باید داشته 


میم 


تمرین 


بدون حل کردن معادلات زیر در وجود و علامت ریشه‌های آنها بحث کنید. 
هس ۴ بای 1 
هس ٩۱۴‏ ۱۷ 
تن سل ۶ - 16۲ 
هت ۸ سل یز نو سس ۲ )( 
سس( 
ه ح ع ۳-4 
۸ ۳(۲ ۴ 
مس و۲ ۱ سس ۲ ۴٩‏ ۷۷ 
هد ۳۱۲۲-۲۳-۲۱ 
۵ -- ۲-۵۸۷ ۷ ۷ 
ه 4 ۶۲ ۳۹۲-۱۴۰۷ 


ما ما ها چا که جر ص 


ی ‌‌ 
‌ ض‌‌‌ 


۱۹ 


۱۲ 3 ۷ 
ون ۲ 


۳ - متدار 70 را طوری معین کنید که معادله ۰ 
۰ ۰1-111 ۳۲۲-۱ 

اولا دو ریش متمایز داشته باشد. انیا دوريشه مشبت داشته باشد. الا یکی ازریشه‌های 
آن صفر باشد. رابعاً ریشه‌های آن عکس یکدیگر باشند, خامسا دو ریشه مختلف‌العلامه داشته 
باشد, سادساً ريشه نداشته باشد. 

۴ - متدار 1 را طوری معین کنید که معادله * 

6 دک زو . 

اولا دو ریش متمایزداشته باشد. ثانباً دوريشه منفی داشته باشد. الثا يك ریش مضاعف 
داشته باشد. رابعاً یکی از ریشه‌های آن صفر باشد. 

۵ - مقدار 70 را طوری معین کنید که معادله ۰ 

س ۶ -- 131 :3( ۷ - 17) ۲-۷ (1-۳- 10) 

اولا دو ريش متمایز داشته باشد . انیا دو ریش قرینة یکدیگر داشته باشد . ثالثاً دو 
ریش عکس یکدیگر داشته باشد. رابعاً يكريشه مساوی صفرداشته باند و با لین فرض ۰قدار 
ریشة دیگرش را حساب کنید . 


ب - تعیین 95 عدد که محموعشان معلوم و حاصل‌ضر بشان نیر معلوم باشد 
۸ - مسئله ‏ دوعدد معلوم 5 و ۲ را در نظر گر فته می‌خو اهيم دو عدد ب6 و ق بیابیم 


+ 8-5 


۲ج )۱( 


اگر دوعدد 0 و ۵ با اين شرایط وجود داشته باشند » واضح است که می‌توان آنها را 
ریشه‌های معادلة زیر دانست : 


» < (8 - )(0 - ) 
و ی 0۵ ۲ (۵ + 0) سس 6و 


و یا با درنظر گرفتن روابط () ۰ 
» جح 4-۳ ٩٩‏ -- 16۲ 


بنا بر این : 


اگر دو عدد وحود داشته باشند که محموعشان 9 و حاصل 


ضر بشان پاشد» آن دو عدد ریشه‌های معاد له ی و که ز و : 


هسمتند , 


بحث - اولا اگر »ح۳ع- 5۲ ء مسئله دارای دو جواب است که عبارتند از ء 


رم 6 ۱۹۳۳۰۳ 
۲ 2۳ 


ثانیا اگر سای 7 ۳( .۱ ۳ داریم: جح ده 
الثا اگر ٩۲-۳۳۵‏ ؛ مسئله جواب ندارد. 
مثال ۱ - تعیین دوعدد که مجبوعشان لد و حاصبل ضر بشان ٩‏ باشد. 


اگر چنین دو عددی وحود داشته باشند» ریشه‌های معادلة زیر هستند ۰ 


۵ ۱ سل سس او 


و یا و ح و سل ۱۳۲ جع 
از آنجا ده ار ات 2 
از ۳ ۳ ۳ 


مثال ۲ - تعبین دوعدد که مجموعشان ۱۲ و حاصل ضربشان ۶ باشد, 

در این حالت ٩-۱۲‏ و ود ۳. اگر چنین دوعددی وجود داشته باشند؛ ریشه‌های 
این‌معادله هستند ۰ ما ۲-۱۷-۳۶ )۱( 

داریم : ه ۱۴۴ ۱۴۴ - ]۴ - اعد ۵ 

و معادله(۱) که عددهای مطلوب‌ریشه‌های آن‌هستند دارای‌ریشهُ مضاعف رسد با 


اشکتان پس دو عدد مطلوب ۶ و ۶ می‌باشند , 


تمرین 
مجموع دوعدد و و حاصل ضربشان ۳ معلوم است . آن دوعدد را در هريك از حالات 


زیر حساب کنید: 
۱ ۲-۷۱ : ۳۵ سح( 


۳1 


۲ ۶ << ۳ و ۵ ده ٩5‏ 
۳ ۳۷۲۸ -- ۳ ۲ ۹ -- 5 


ج - تشکیل معادلة درح دوم ی که ریشه‌های آن دوعدد معلوم باشند . 
و اگر ریشه‌های معادلة درجة دومی دوعدد معلوم ‏ و 8 باشند» آن معادله هم‌ارز 
با دومعادلة زیر است: ۱ 

هو حد بل - زر 

و حد | سب 6 
بنابر این معادل مطلوب به‌این صورت است" 

» حد (8 مه :) (02 - )16 

که درآن 1 مقداری ثابت است. معمولا »1 را مساوی با و اختیار می‌کنند . پس معادلة 


مطلوب عبارت‌است از: 
ه < ۲-02۵( )سا ۱ 
مثال - می‌خواهیم معادله درحه دومی تشکیل دهیم که ریشه‌ها ی آن ۲۲۵ و 5 باشند 
اگر زیشه‌ها را "رو "۳ بنامیم داریم 


۵10 


11 
سصه سك ۷11 تست ۳ ۱6 
۰ وه ۲ سل 


۲ 113 ۸ 
و ی تا * * 
پس معاد له مطلوب عبارت از ۰ 
او لش سس ای 


ه 2 ۷۲۵ ۵10-۲ س ۲۲۲ 


نمرین 


معادلة درجه دومی تشکیل دهید که ریشه‌هایش دوعدد زیر باشند؛ 


۱ ۳۲ و ۷ ۷-۰ - 


۱ : 
۳ ۲ و سم ۴ ۲ 


۵ سش و ۲ ۳-۷ ۶ و ۷۲-۱۳ 
3 (ظع)- و (ط4ه) ۸ (ط-ع) ر (طبه) 
۹ س . (ظ ِ ۱ ۱ 
پچ « (0۳) ۱ ۱ 9-۰0 راب 
" ۲0-۵ ۲ و 11-4-۷۲ ۷ 1-۳ 1-1 10 
۱ ۲ 0 ۳ 10 
1 ۳۵-۱۵۳ و 10-1-1۳ 
۱۴ ۱ ۱ ولاحه + 
اه * 0-0 


۵ - محاسبة عباراتی که برحسب ریشه‌های معادلة درحة دوم متقارن 
هستید 

۷ تعریف - يك عبارت جبری» که شامل دو حرف 0 و ظ باشد» درصورتی برحسب 
0 و ۲ منقارن امیده می‌شود که اگر ۵ را به ط و ط را به ۵ تبدیل‌کنيم» در آن‌عبارت تغییری 
حاصل نشود, 

مثلا عبارات زیر برحسب و ط متقارن هستند. 

ط ی بت و له و (و-ط)زرم) 
سوّال - آیا عبارات زیر برحسب 0 و 9 متقارن هستند؟ (چرا؟) 
تسه و سساشد و اه و 0۳19 

ثابت می‌کنند که همواره می‌توان عباراتی را که برحسب "5 و ۳« یعنی ریشه‌های 
معادلة درجة دوم» متقارن باشند برحسب ۷۳+ اد و ۳-۲۷۲ حساب کرد . ما این 
مطلب را با ذکر چند مثال نشان می‌دهيم ۰ 

ریشه‌های معادله : »0+۲6 را و و مجموع آنها را 5 و حاصل 


ها سیث ۲ س ۲ 1 و کسب و 1. ۱ 
۲ ۲ات سا )تا وس ۸۳۲ 


۹ ۱ 
محاسبة لبیل پرخستب ند و ۳ . 


۳۳ 


ححاسبة ۲-۳۲ پرحسب 9« و 1. 
از اتحاد . 

)ساکع 
نتیجه می‌شود: ۱ 
۹ اوعد( )۳ رل بر 

۸ - مسئله - می‌خواهيم مقدار 107 را قسمی معین کنیم که معادله ۰ 
ح ٩‏ -- 112 سل- »۲-111 با () 

دارای دو ريشه باشد که در رابطذ: ۰ ۷۳ ۰ (۲) 
وم میا نو 


حل - اگر معادلهٌ (و) دارای دو ریش ۳ و ۳ باشده داریم : 

رب )۲ 1۲ او ۱ 
و یا ۴ 1۲  ۲‏ ۲۸ عت ۲ 
و چون این متدار را در رابطهة (۲) قرار د هیم ء حاصل می‌شود: 

و ۷10-۲۴ 1 (۳) 
از روی این معادله دو متدار ۴ و عل برای 190 به دست می‌آید. 
به‌ازای ع -- 10 معادله (۱) به‌صورت ه < ۳-۴-۳ درمی‌آید که ریشه‌های 
آن ٩-۱‏ و ۳-۳ هستند و در رابطةٌ (۲) صدق می کنند. 

به‌ازای ع ۲0 معادلة (۱) به‌صورت ه ۱۳ ۲4-۶۷4 درمی‌آید که ريشه‌ندارد. 


پس تنهاً حو اب میگله در محمو عه اعداد حمیفی ه حبت [1[] یتسه 


عبارات زیر دا برحسب ضرایب معادلهٌ درجة دوم ۰ ع ۳ ۲۲-۳ که ریشه‌های 


آن را و ۳ فرض می دنیم حتتانتة تخت 


۱ ۱ ۱ ۱ 
۱ سنه ۲ تسه 


۳ تسا )۰-۳۲ ۷۲) 


۴ [ ۳ ۷و۳ سس ور ) 


۵ ۱ ۱ 
۲-۷ + بات ابو 


۳ ۳ ۷ 1 ۳( 6 
سل یز 9سل- ‏ » 
۷ ( ۴ ۵( ۳ دو) 
۸ ناف < قرف : 
در هريك ار مسائل زیر مقدار 0 را طوری تعیین کنید که ریشه‌های معادلة (۱) در 
رابطة (۲) صدق کنند 


۹ ه جح ۳ -- 111 مت 2( ۷ مت 112) ۷ ۲ 1 110 )۱( 
( ۴0 | (۲) 
۱۰ نج ۲-۲1 (۴ )دا (و) 
)۷ | (۷۲) 
"۲ ه ح ۲۱۲ و (و) 
۴-< (۵ - ۵()۳ ۳۶| (۲) 
۱۲ ۱ 
2 ۷1010 د( ۱ص (و) 
۵ 
هم حل يك مسئله نمونه 
سئله - مقدار 9 را طوری معین کنید که معادلة : 
و 100 ند( و سل 110) مت ؟ و )۱( 
دارای دو رده باشد که در رابطه : ۱۳ ۳ سل ۲6 )۲( 
صادق باشند, 


در این گونه مسائل که رابطة مفروض بر حسب ‏ و ۲ 
متقارن نیست می‌نو ان ابتها مجموع وحاصل ضرب ریشه‌ها رابرحسب 
0 حساب کرد تا دو رابطه به دست آید . این دو رابطه و رابیلةً 
مفروضص مه معادله به مجهولی برحسب و ۳ و 2 تشکیل 
می‌ده‌ند که ازحل آنها هم متدار 10 و هم ریشه‌های معادله درصورت 


| و حود ده دست می‌آیند ‌ 


تک تا ود ۰«۰-+-«-.-.ب ببس حصحسسحِ«#««ِ_س«۰«ثابببببب ۱۳[ 


حل - ی داشته ِ 
9 رک () 
ازطرت دک درد ۱ ۱ ۱ سس 
مجوتیبیر )۳( 
وج خر ...۰ (0) 
این معادلفت 1 (۳) و۱ که مجب ۳ و۳ از درجهٌاول هستند حل 


نرد: 


می‌کنيم حاصل می‌شوقة. ۳ و ب ۱ 
وخ او مه (۵) 
ان مقادیر زا در رابطة () قرار مي‌دهم نتيجه می‌شود:.... 
۳ وج وب چ(۱۵- ۷()۳ + ۳۳۵) 
فا مصوباهی 
آراین معادله دومتدار وت و ۳ و برای 0 به‌دست می‌آید. 
اگر این مقادیر را در روط (م) قرار میم » "2 و 3۳ حسیاب می‌شود: 
به‌ازای ‏ » - 111 "داریم" س_ و ت 
به‌ازای ۱ - 110 داریم: انت یر و او 


به‌اين ترنیب معلوم س : اد که مستهوارای: قو دستگاه ت_ لبت. ۱ 


0 تعتیق کید که ریشه‌های فوق بِ مایق بهبتد) . 


نمرین 
۱ درهريك از تمرینهای زیر مقداد وه و تین تنهین کنید که معادلة (۱) داراي دوریشه 
باشد که در رابطهٌ + (۲) صدق کند: ۱ ب ‏ ۳ ۱ 
ک سر ۳ ۳ 1 هبو | () 
_ 4 5 


۳ ت ۱ ۱ ۰ ارو ر یوت ۳ ۱ 
۱ ۱ 1 سس ۷۷ (- کز ۳0( 


د- 


۴ 5 ۱[ 0 
۳ ۳۵ : تلا 498 


۹ ۱ ۳ هه ۲ 0 ۰ 
۱ ۱ ۳ 3 - خر [ (۲) 
ِ ۱ نی ]۷ 
۳ ۱ اج ۵-۳۳ ۱ (۲) 
و _ تجزیه سه جمله‌ای درجه 9 .. 
» اه سه‌جمله‌ای درجة دوم عبارتی است به‌صورت  :‏ 2 
0۰ رز هآ س ( )4 2 » ۲ 
اگر معادلهُ زیر را درنظر بگیریم : ۱ گ- ۱ 
۱ ۳ كث_ِ‌ و تج 5اه 5 0 
ریشه‌های معادلهة را ریشه‌های‌سه جله‌لی. ۱ پاصفرهای ه *م‌ای 0 یمد 
مبین معادلٌ (۲) مبین سه‌جملهای (۱) نامیده مي‌شود. ی ۱ 
| اس درشمارة ۲ فصل اول دیدیم که اگر داشته باشیم :اه 6 ی می‌توان سهی 
حمله ای 0۲-6 آرا به‌حامل‌ضرب دو دوسناهای درجة 4 اول تجزیه 4 کرد. " ۱ 
اگر 0 مساوی با ۱ نباشد: برای تجزید حمبسله‌ای درجذ حوم بحاص ظرب عاملهای 
درحه اول از تضية زیر استفاده. می کنیم: بِ: با 
قضیه - اولا اگر مطاولا:. و مج اه تس 5 تثِ 
دارای دو ربثة متمایز ابر و " باشخه ندجومله‌ای مبح+ ایا حامل‌خرب ب 0 در 9۵ 
یلك حمله‌ای درحد اول تجز یه می‌شود و داز مم: تِ 


7 بت - ۷( 6 - مسب 3۳5 ِ 


انیا اکر معادلة (۱) چا ای بات ر مه ختی: اه مه ای («10 بحاص طرب 
0 دد مربع کامل بك دوجملهای درجط ال بل می کوده 9 3 قاریم: 


۱ ِ 0 یب 0 


۲۷ 


اما چون ۵ بزر گتر از صفر فرض شده است معادله (۱) دو ریشه دارد وداریم: 
اس وا ابو و ساعت 9 
0 


پس رابطة (۲) به‌صورت زیر درمی‌آید: 
دزن 
( سل ارس )0 
( 6 6ا)( 16 )1) عت [( ۳ )0 مت ( 6 مت »)6 ]60 حت 
یعنی "1 ( ۶ ۶)( 003-3 
و قضیه دراین حالت ثابت است. 


1 ۱ ۳ 
در این صورت داریم ط-ه و بنابراين رابطه (۲) چنین نوشته می‌شود. 
زد هر و + امه 


در اين حالت معادلة (۱) يك ریشة مضاعف دارد که آن را "یر می‌ناميم. می‌دانيم که 


او »ی رابط خر چین نوت م‌ود 
۲( )0 
و قضیه در این حالت نیز ثابت است. 
تبصره - درصورتی که ۰ >۴06 - 99۲ < ۵ » معادلة (و) ريشه ندارد و نمی‌توان آن/ 


به حامل‌ضرب عاملهای درحه اول برحسب 5 تجزیه کرد , اما چون در این حالت داریم 
۴06-2۰ رابطةٌ (۲) را می‌توان به‌صورت زیر نوشت * 


نت 


_ر ۲ مت 
( رپ )+ ربج ]هس 
سم 5 _ 
ره ]وس 
و به‌طور خلاصه : 
ِ 06 
۱ ‌ ه کر طبر ۳( 
#کِ 
4 و با توجه به اين که در اب ۷ مقدار داغل کروشه مجموع دومقداد مثبت (چرا؟) 
۲ و در تتیجه به آزای جمیع مقادیر ۶ م* شوت می‌شود که : 


۳۸ 


او در جلك سه‌جمله‌ای ددجه درم مقداد ۴06 - 9۲ هقی باشد ۰ عقداد ده سه‌جملهاق 
برابر (ست با حاصل‌ضرب 0 دد يك عبارت عثبت . 
مثال ۱ - تجزیة سه‌جمله‌ای : . ۶۳۷۲۷۲۵۲4۲ 
ریشه‌های معادلة: » ۳۲-۲-۷۵4۲ عبارتند از ت تفت و ٍِ 
پی سه‌جمله‌ای () به‌صورت زیر تجزیه می‌شود: 
ی 
)٩36-+-۱()۷۱۲4 ۲(‏ ع (س ما :) ( :)۶۳ 
مثال ۲ - تجزیهُ سه‌جمله‌ای + ۴۵( ۵-۲۳۰ << (9)25 
هبین معادلذ. ه ‏ و ع سل واه ای صفر ات و ریشه مضباعف این سم حمله اي 
۳ << ۷ می‌باشد. پس سه‌جمله‌ای به‌صورت زیر نجزیه می‌شود: 
۲ (۵)۲4-۳ ۱ 
مثال ۳ - سه جمله‌ای: - ۳۲-۳ ريش حقیقی ندارد (چرا؟) و نمی‌توان آنرا 
به حاصل‌نرب عاملهای درحه اول تجزیه کرد ی آما طمق رابطه (۳) می‌تو ان آن را به‌ مبورت 


ریر نوشت : 
کب وزی سا سره ۳۲-۳ 
تمرین 
هريك ازسه جمله ایهای‌زیر را درصورت امکان به‌حاصل‌ضرب عاملهای درح اول تجزیه کنید : 
۱ ۱۷۲سا ۸ ۲ ۱۰3۲-۲۱4۸ 
3 ۲۱-۰ -- ۴۲ ۳ ۳۱۷-۸ حت ؟ »۱۶ 
۵ ۵۷-۴ ۲۴۲-۸ ۶ ۲ ۳ ۴۲1 
۷ ۲-۳۲۹ ۱۲ ۸ ۱۵۲-۲۲۲۷۸ 
1 ه 1-۷ ]۷ ۷ ۱۰ ۱۱۲-۵ ۴۳۹۲ 
٩‏ ۲۵ - ۲۴۲-۳۸ ۲ ۷۶ - ۲۱۲۲-۱-۴۷ 
۱۳ ۰4۸ ۳۳۲۲۱ ۱۴ ۲6-۸ -- ۱۳6۲ 
۱۵ و ۵ سل ۲۷۵۷۲ ۱۶ ۷۲۵ س و1 سس 
۷ ۱۶۲1-۴۰-۲ ۱۸ نع سا 4-۳۲ وا 
۲۸ ی ۷ ۰ "( )۲۸-۵۵ -(۴۸)۳ 


۲۹ 


ز - علامت ده حمله‌ای درحد اال 

۲ سم تحار بف - هما نطور که‌می‌دائید دو جمله‌ای درجة اول بر حسب ( يك عبادت جبری 
به صورت 0+0 است که در آن ضرایب 6 و وق اعداد معلومی هستند و ضر یب 0 همو ازه 
مخالف صفر است . ۱ 

مثال : ۵ - ۲۷ - ؛ ۷+ ۰-۳۳ ۴ - و یره . 

ريشة دو جمله‌ای درجهٌ اول عددی است مانند که چون در دو جمله‌ای به جای »زر گذاشته 
شود حاصل دو جمله‌ای صفر شود . ۱ ۱ 

ريشة دوجه‌له‌ای ۵ ۲ عبادت است از ِِ سد از و ريشه دو جمله‌ای وا + 0 عبارت 


استاد ج- س د او 


۳س علادت د9 حمله‌ای - دو جمله‌ای ۵ - ۲۲ به ازای ۴ رز مقدار عددی 
(۳+) را اختیار می‌ کند. می گویند دوجمله‌ای مز بور به ازای ۴ حد ۲ مثبت است یعنی علامئش 
(+) است و به اذای ۲ -< بر مقداد عددی آن (۱--) می‌شود . پس دو جمله‌ای نامبرده به ازای 
۲ -< ز منفی است یعنی علامتش (-) است . مقادیری از که به ازای آنها ۵ -- ۲ مثبت شود 


۳ ۵ جعسی 
جوابهای نامعاد له هر ۲ یا سر هستند پس دو جمله‌ای ۵ - :۷ مثبت است هر گاه 


۵ ۱ ح ۵ 
حرط باشد به همین طریق ملاحظه می‌شود که این دو جمله‌ای منفی است اگر > بر باشد . 


اين مطا لب در جدول ذیر خحلاصه شده است ؛ 


۵ ۵ 
مقادیر زرگتراز ‏ مقادیر کوچکتر از سب ۱ ۷ 


4 + 


۴ حالت کلی - علامت دو جمله‌ای 9 + بر به ازای مقادیری از »ر که بزد گتر 
از ریشةآن باشند همان علامت ضریب ۵ و به ازای مقادیری از که کوچکتر از ریشةآن باشند 
میخا لش علامت 6 است . 


9 
چون سح 2:۱ است دو جمله‌ای را می‌توان چنین نوشت : 


(5-5) 6 ع | )| هد ( جمه دناب ته 


۳۰ 


اگر - 5 مثبت یعنی "یزیر باشد (--) ۵ عسلامت 0 دا دارا خسواهد بود و اگر 
1-۰ منفی یعنی "> باشد علامت (2- ) ۵ مخالف علامت 0 می باشد به طورخلاصه : 


۲ بم ‏ 9 
مقادیر بزر راز سب - 


علامت 06 9 علامت (0-) . ۱ علامت 


ج ‏ علامت سه حمله‌ای درحه دوم 
۵ سه حمله‌ای درجة دوم 
0۲-1-1010 -- (:1)1 ۱ 
را درنظر مسی گیریم. به‌طوری‌که در شمارٌ» اهمین فصل دیدیم » برحسب آن‌که در این 
سه‌جمله ای مقداز ۲-۴06[ منفی يا صفر یا مثبت باشد. سه‌جمله‌ای ريشه نداشته يا يك‌ريشه 
مضاعف مس بت « و یا دو ریش متمایز ۳ و" ۷ ۹ آنرا به‌ترتیب 


به یکی‌از سه صورت زیر نوشت . 


ِِ سم 


(۳ 


ون یی تست 0( 


رس ) (ا- )0 6 ۲-1-10 0 عد ()1 («) 
داضح است در حالاتی که سه جمله‌ای درجة دوم يك ریش مضاعف یا دو ريشة متمایز 

داشته باشد ‏ مقدار عددی سه حمله‌ای فقط به ازای این ریشه‌ها برابر با صفر خواهد شد و 
به ازای سایر مقادیر ‏ مخالف با صفر است . 

حال پرحسب آن‌که 3-۴06 منفی یا صفر و یا مثبت باشد » برای تعیین علامت 
سه جمله‌ای سه حالت تمیز می‌دهیم . ۱ 

حالت اول - ۴00>۰ - "۱ 

در این حالت با توجه به‌تبسرم مربوط به قضیه‌ای که ضمن شمارءٌ م همین نصل آوردیم 
گودیم چون در رابطة () داریم ده و مقدار داخل کروشد په‌از ای جمیح مقادیر ۲ مشت 
است » پس سه جمله‌ای به ازای هیچ مقدار از ۷ صفر نت سه‌حمله‌ای در این حالت 
همواره همان عالامت 0 می‌باشد . 


۳۱ 


پس : هرگاه ببو سه‌جمله‌ای ددجهُ ددم منفی باشد ۰ علامت سه‌جمله‌اي به اذای جمیح 
مقادیر 1 همان علاعت 0 است . 

حالت دوم و ۱9-۴06 

در اين حالت با توجه به رابطاٌ (۲) » سه جمله‌ای به صورت"(*:<-- )0 درمی‌آید که 
در آن ۲( -) به آزای جمیع مقادیر ۷ مثبت بوده و درنتیجه علامت ۲( - )۵ همان 
علامت 0 است , ۱ 

پس : هرگاه حبین سه‌جمله‌اق ددجهُ دوم صفر باشد ۰ علاعت سه‌جمله‌اق به اذاق جمیح 
مقادیر 6 جفیو ۱ ریشه همان علاعت 6 است ا بهاژای دیشه برا بر صفر امست) 

حالت سوم ۰ <606- ۲ظ 

در این حالت با توجه به رابطة (۳) ۰ سه جمله‌ای به‌صورت ("۷ -) (6-- )0 در 
می‌آید و برای تعیین علامت آن با فرص تا مه حالت تمیز می‌دهیم , 

اولا اگر مقدار عددی ‏ از ریش 2 بزرگتر باشد » ا«- و ات 1 هردو مثبت 
هستند وحاصل‌ضرب آنها هم مثبت است و علامت سه‌جمله‌ای همان علامت 0 است. 

۱ انیا اگر مقدار عددی » از 2 کوچکتر ولی از 8 بزرگتر باشد» 1-2 منفی ولی 
"7 )زر مثبت‌است . پس‌حاصل‌ضرب آنها منفی‌است . اگر ج منفی‌باشد » سه‌جمله‌ای مثبت است 
و اگر 0 مثبت باشد ؛ سه‌جله‌ای منقفی است ؛ پس علامت سه‌جمله‌ای درجة دوم مخا(* .علامت 0 
است , ۱ ۱ 

الا ا گر مقدار عددی 5 از "* کوچکتر بباشد » ا- و ۲-۷ هردو مدفی و 
حاصل ضر ب آنها مثبت است و علامت سه جمله‌ای همان علامت می باشد . 


و بالاخره به ازای "۷ و ۷۳ --<: سه جمله‌ای درحه دوم صفر می‌شود . 


الف ۰ مه جره ‏ > 


قادیر بزد گنر از 3٩‏ مقادیر کوچکتر از ". 


تً 9 تَ آِ ی + 0۲ 


"2 << علامت | اور رح ۳ علامت >> علامت سه | نتیجه 
سه‌جمله‌ای علامت سه‌جملدای قرینه علامت. جمله‌ای علامت 0 است 
6 است 0 است ۱ 


صفر 


۳۳ 


۲ > : ۰ 


مقادیر بزر گتر از ٩‏ ۳ 


مقادیر کوچکتراز "و 


>> علامت 
سه‌جمله‌ای علامت . قر یله علامت |-هجمله‌ای علامت 0 است 


0 است 


پس « هرگاه مبیون سه‌جمله‌ای ددجةٌ دوم عثبت باشد ؛ علادت سه‌چمله‌اي به‌ازای عقادیر 
عددی ۷ که ۱( هردو ريشه بر دگتر پا ۱زهردد ۳3۹ باشد همان علاعت 0 است. ولی بهاژاق 
اعدادی که ماییی دو ديشه هستند ۱۱ یکی‌کوچکتر و از دیگری پزرگترند) : علامت سه‌جمله‌ای 
مشالف علاعت 4 است . ۱ 
به طو ر خلا جه علامت سه‌جیله‌اي ددجچة ددع همیشه علامت 6 است عگر دقنی 
که سه‌جمله‌اق دادای دو ديشه باشد ۰ به‌جاق ۶ عددهايي بگذادیمکه ما بین ایند ديشه باشند 
ود ایی حالت علاعت سه‌جمله‌ای مخالف علاعت 0 خواهد پود البته حقد۱( سمجیله‌ای به(ژاق 
۱ دیشه‌ها یس برا بر صفر مار ۱ ۱ 
معمولا مقادیری از 3 را که از هردو ريشه بزرگتر با از هردو ریشه کوچکترند ِ 
خارج دو رپشه گویند . 


مثال - بازاء مقادیر مختلف ۳ علامت سه‌جمله‌ای ۳ج و۵ --۲ ۲راتعیین کنید 


۳۳ 


۱ ۱ 
مقادیر پزد کتراز ۳ ۷۲ سپ" مقادیرکوچکتراز ۷ | ۲ 
. 9 9« " ۵-۳ - ۴6۲ 
دوجو ات کوک | یک ی علامت 
۲ 


سه‌جمله‌ای موافق علامت | علامت نییان قر ینه مدای موافق علامسی 
ب یعنی مثبت است ۴ یعنی منقی است ۲ یعنی مثبت است 


صفر 
مثال ۲ بازاء مقا ذیر مختلف ‏ ؛ علامت سه‌جمله‌ای ۳ ری را - را تعیین کنید. 


۱ ۱ ۱ 
سا ۱ ۲ ۱ 
دير بزر کتراز 1 ۷ ۱ ۳ مقادیر کوچکتر از ۳ ( یز 
7 ۱ 3 / ۹ ۳ ۵ - ۷۲ - 
هه و 
ازاع ۴ - << ازع سک ویک ۳ س ازاء سس > ۳ > ر علامت | نتیجه 


علامت سه‌جمله‌ای موافق | علامت سه‌جمله‌ای قرینه 


2 ۳ علامت ؟ -- یعی ‏ 
علامت ۲ - بعنی‌منفی‌است| ۲ -- یعنی مثبت‌است 


منفی است 
صفر صفر 
ط - حل نامعاولات ورحد دوم 
۵ ۱ هر نامعا: دله که پس‌از نقل تمام فد ی اف نو انز 
صورت کلی : 


را محر اه یا (۲) > ادن 
۳۴ ۱ 


۱ درآید » امعادلهةٌ درجة دوم نامیده می‌شود : 

مقصود از حل نامعادلات به‌صورت‌های (۱) یا (۲) تعیین هد اعدادی است که چون 
به‌جای ‏ گذارده شوند طرف اول ناععادلة (۱) را مثبت‌یا (۲) را منفی کند ء .به‌عبارت دیگر ؛ 
باید مقادیری از بر را معین ساخت‌که به ازای آنها يك سه جمله‌ای درجة دوم مثبت با منفی 
باشد , ِِ_ِ ۱ ٍِ "۳ ۱ ۱ 
مثال ۱- مطلوب است حل نامعادلة »۷ ۲-۶ . 
حل- معادلهً ون ججد بو -- وس آپز دارای‌دو ريشه و او اس دی است و جون 
ریس حملهٌ درجة دوم مثیت است 6 یبد لایر 3 اول بسه ازای عددهایی که مأبین ۱ 


۱ و ان باشند منفی خواهد بود . 


مال ۷ ۲- مطلوب است حل نامعادلهةٌ م۱ ۷۲ ای . 

حل- مان نت » | ۷1۲ -- آعز دوجواب ن < 2 و ۷ ند دارد و ازطرفی 
ضریب ۳ مثبت است» پس به ازای‌عددهایی که‌از ۵ بزرگتر باشند یا عددهایی که از ۲ کوچکتر 
باشند» سه جمله‌ای طرف اول مثبت می‌شود *: ...یا > 

مثال ۳- مطلوب است حل امعادلة 1[ 

حل» مبین سه جمله‌ای طرف اول منفی است پس علامت سه حمله‌ای همواره علامت  .‏ 
ضریب ۶۲ می باشد » یعنی هميشه منفی است » بنابر این به ازای تمام اعد ادی که به ۱۴ شمیت 
داده شود امعادله برقرار است . ۱ 


۷- حل نامعادلاتی که يك‌طرف آنها حاصل‌ضرب چند عبارت درحة 
اول يا د9م است. برای حل‌نامعاذلاتی که به صورت‌کلی ۰<< .... >( (1 »0 13 > ۸۵ 
پاشند (۸ 3۰ ۰ب » ...... چند جمله ایهای درجه اول یا دوم‌می‌باشند) علامت هر عبارت را 
حدا کانه معین و همه نتانن. « را که به ازای آنها هريك از عبارتهای مزبور مثیت یا منفی 
است تعیین کرده سپس از روی نها علامت 9 را معين می‌سازيم . 
۱ برای سهولت عمل بهتر این است ۱ جوایهای هريك از چند جمله‌ایها را معین کنیم و 

این دیشهها دا ب‌ترئییی که اژ کوچکترین آنها شروع و به‌بزرکترین آنها ختم شود در جدولی از 
چپ ببه رات بنویسیم و در فاصلة مابین وت عدرد ت ِ » علامت هر مارد و علامت 
حاصل‌ضرب را و 


۳۵ 


مثال- مطلوب است حل تامعاد لد ۰ 
»<ز (۸ - ۲۲) (۷-- ۳) (5-۱) 


برای حل نامعادله » جدول زیر را رسم می‌کنیم : 


از اين جدول معلوم ءسی‌شود که به ازای ۱ -->>۲- و ۲>> 2 طرف اول 
نامعلالة مفروض مثبت می‌باشد . 
ام ۱- نامعادلات کسر ی- نامعادلژکسری تامعادله ای‌است به‌صورت ی که 
صودت و مخرح آن هردو یاتتها مخرج آن شامل حرف مجهول باشد دهعو:()وبرای حل این 
نامعادلات » حتیالمقدور بایدصورت ومخر ج رابه‌حاصل‌ضرب‌عوامل درجه‌اول یادرجة دوم تجز یه 
کرد » سپس علامت هرعبارت وعلامت حاصل‌ضرب و درنتیجه علامت کسردا مشخص کنیم. 
تبصرق ۱- هیچ وقت در حل نامعادلات کسری نباید از مخرج کسر صرف‌فظر کسرد ؛ 
زیرا این مخرج نیز تغییر علامت می‌دهد و معلوم نیست دو طرف امعادله را در مقدار مثبت 
یا منفی ضرب کرده‌ايم » مگر این که مطمئن باشیم که علامت مخرج همواره مثبت یا منفی است؛ 
مال کسری که مخر ج آن مجذور کأمل باشد که در این صورت علامت کسر علامت صورت آن 
خواهد بود . ۱ 
تبصرف ۲- درحل نامعادلات کسری باید این‌نکته را دراظر داعت که علامت حاصل‌ضرب 
دومقدار , هميشه با علامت نسبت آنها یکی است . بنابراین بهتر است به جای تعیین علامت 


کسر لک علامت حاصل‌ضرب (:د) 9 < ()1 را ممین کنیم 
مثال- مطلوب است حل نامعادلة ۰ 
۱ رسد ماک کت 


- لا 
۳۶ 


حل- صورت ومخرج کسر طرف اول نامعادله را به حاصل‌ذرب عوامل تجزیه می‌کنیم؛ 
(۵ - ۲ ) (۲ وس اه ۱ ۳36 ملد اسب 
(س) (۲ )<< 
(۱ +۳( ع) ع بات با 
علامت کسر طرف اول نامعادله مفروض همان علامت حاصل‌ضرب 
را( 5۳) (۲-۱) (لا- و) (۷-۲-۲) 
می‌باشد . پس علامت هر پرانتز را جداگانه معین می‌کنیم ونتایج حاصل‌را به‌ترتیب درجدولی 
می‌نویسیم و فواصلی راکه در آنها حاصل‌ضرب منروض مثبت است معین می کنیم ؛ 


مقادیر کوچکتر از ۲- 


از اين جدول معلوم می‌شودکه علامت کسر مفروض به‌ازای تمام اعداد کوچکتر از ۲- 
و به ازای مقادیر ۵ >>۱ مثبت است . 

۸ مه تمصر ه - دربسیاری از امعادلات کسری » حرف مجهول در هردوطرف نامعادله 
وجود دا؛د» دراین‌صورت قاعده این است که تمام جمله‌ها را ب‌يك‌طرف نقل و تمام کسرها را 
به‌يك مخرح تحویل کنیم وحل امعادله به‌همان‌صورت کلی سابق انجام اد ۰ 


ط - بح در 9حود وعلامت ریشه‌های معادلات درحدذ دوم پارامتری 
و - پاز امتر_ عبارت‌است از مقدار معلوم و متغیری که ممکن است ضر ایب جمله‌های 
معادله به آن بستگی داشته باشند و می‌توان آن را طوری اختیار کردکه معادله دارای حواب 


معینی باشد یا درشر ایط مخصوصی صدق کند , از ایتجا معلوم می‌شود که هر معادلةُ پار امتری 


۳ 


درحتیئت بی‌نهایت معادله است که به آزای مقادیر مختلفی که ممکن است به پارامتر نسبت 
داد » به‌وجود می آیند . 
۰۱ سس برای تعیین علامت ریشه‌های يك معادله پارامتری ؛ مبین معادله و حاصل‌ضرب 
و مجموع ریشه‌ها را تشکیل می‌دهيم و علامت هريك‌از آنها را مشخص می کنيم و بين هردو 
متدار مهم۲ که به‌پارامتر نسبت داده شود » علامت مبین (۸۵) و علامت حاصل‌ضرب دو ريشه 
(۳) و علامت مجموع دو ریثه (8) را تحقیق و علامت ریشه‌ها را مثل معادلات با ضر ایب 
عددی معين می‌کنيم , 
۷ س مثال ۱ مطلوب است بحث در وحود وعلامت ریشه‌های معادلة درجه دوم زیر 
برحسب مقادیر مختلف 11 : 
هد ۲32-۲ 2 :۷۲۷۵ ست 6 (۳ - ۲38) عد (6)] 
حل- مبین معادله و مجموع وحاصل‌ضرب ریشه‌ها را تشکیل می‌دهیم وعلامت آنهارا 
معین می کنیم . ۱ 
و۳4 (۲ 0) (۳ )1۲ اش 
مبین به ازای و > منفی و به ازای ع- 10 مثبت است , 


حاصل‌ضرب ریشه‌ها عبارت است از ۱۳ 
ب 18 6 


0 
علامت همان علامت (۳-- 10) (۲۲-) است و علامت اینن عبارت » به ازای 


>> منفی و به ازای ۳< 10 یا ۲-->۲ مثبت است . 
 - .‏ _ ۱ 


۱ 


مجموع ریشه‌ها عبارت است از : 
که علامت آن » همان علامت (۳-- )190 می باشد وعلامت این‌عبارت» به‌ازای۳ >> 
منفی و به ازای ۳< یا 10>۰ مثبت است . 

مقادیر مهم 10 عبارتنداز ع-- » ۰-۷ ه و ۳ وبنابراین» بحث زير نتیجه می‌شود: 

0 ۶-->۲1 ؛ دراین حالت ؛ معادله ريشه ندارد . 

۷ و - ب ۳ ؛ در این حالت » مبین صفر و معادله دارای يك ریش مضاعف است که 


+ 10 9 ۰ حدم 
مقدار آن » مساوی است با سب بت که به ازای وب - 10 مقدار عددی آن» 
/ ف ‏ ( س ۵ ۷ په ارای ۶ ر عددی 


است ؛ پس معاد لد يك ریشه مضاعف مثیت دارد . 


(- متقادیر مهم پارامتر , مقادیری هستند که هیین معادله با حاصل‌ضرب دو ریشه يا مجموع 


دو ریشه به ازای آنها تفییر علامت می‌دهنث . 


۳۸ 


۴ ۲-- >> - ؛ در آینن حالت ‏ مبین مثبت و 


بت ۲ 
متیت و مت مامتا ؟ 


4 
پس معادله دارای دو ريشة مثبت است . 
۴) ۷ عت 10 ؛ دز این حالت ‏ حاصل‌مرب دو ريشه صفر مسی باشد و معادله تبدیل 


ف‌ 


می‌شود به‌معادلةٌ عددی » ح ع-1 ۵۲ - که يك ریش آن»صفر و يكریشة آن ۲۰ است 
۵ 


۱ ت_ِ_ اش ۲ 
۵ ۰ > >۲--) در این حالت » مبین مثبت و ح متفی و <- مثبت است ؛ ره 
معادله دو ريش مختلف‌العلامه دارد و قدر مطلق ريشة مثبت بیشتر است . 


ع) 10-۰ ؛ در این‌حالت » مجموع دو ريشه صفر می‌باشد و معادله تبدیل می‌شود 
به معادلة عددی ه - 1-۷ اسب که دارای دو ريشة قرینة + آمست. 
9 


ام ها اه وی 
>>> ۰ ! دراین‌حا لت مین شبتگی منفی و ِ نیز منفی است ومعادله دارای 
دو ريش مختلف‌العلامه است و قدر مطلی ريشة منفی بیشتر است . 
۸) ۳ << 111 ؛ دراین‌حالت. معادله تبدیل می‌شود به‌معادله درحه اول ه عحد ن 1( س 
که فمط يك ریش ۵ دارد , 
۶ رم 0 
۱ ۱ 6 
10۳ ؛ در این بحا لت»» مبین مشت و 0 هسم مشت است و ممعادله 
دارای دو ریش مثبت می‌باشد , ۱ 
سب تنصوه به برای سهولت درلد مطلب؛ بهتر است حدولی تشکیل دهیم ومتادیر 
مهم پارامتر را به ترتیبی که از کوچکترین آنها شروع و به بزر گترین آنها ختم شود از چپ 
- ۳ 6 9 
به راست دراب بنویسیم و در فاصله بین هردو متدار مهم متوالی » علامت ۵ و ح و مس 
۳ مشخص کرده عطامت ریشه‌ها را از رزوی حدول در هر فا صله معین کنیم ۰ 
۲ ۲ مثال ۲- مطلوب است بحت در وحود و علامت ریشه‌های معادلة درحه دوم: 
» ح 4 0 ۲و ۲۲( ۱ 10) 
حل- مبین معادله و مجموع وحاصل‌ضرب ریشه‌ها را تشکیل می‌دهیم : 
101-۲۷۳۵41۷۵ 2 ۱(۲--10) -- و۱ عد شا 
که بهازای و۵ - ۲0 و ۳ 17 صفر می‌شود و به‌ازای مقادیر 10 محصور ماأبین۳ و ۵ 


مثشبت و در غیر این موارد منقی است , 


3 همو ار ه مشیت انفنت ۴ 
۷۱ 0 
و 
11-۲ 6۵ 


۱ ۳۹ 


که علامت آن» همان علامت عبارت 19-1-۱ می‌باشد واين عبارت» به ازای و - -- 110 صفر 
و به ازای ۱->10 منفی و در غیراین موارد مثبت است . 
پس جدول زیر حاصل می‌شود : ۱ 


مقادیربزر گتر از ۳ ۳ ۵ - مقادیر کوچکتر از ۵ سب 


ريشه وحود ندارد دو ریش مثبت |دو ريشة منفی ريشه وحود ندارد 


2 ۷ سج سم تست نسم 
ریشه‌مضاعف ۱ یر یشهه زر ر یشه‌مضاعف مس 


تمرین 
نامعادله‌های زیر را حل‌کنید ۰ 
۱ ۱ ۸ + ۵ بر 
۱ ۳ ۱ 
۰ 0 
۲ ۲۱ ر ۷5-۲ 
۳ ۷ 
۳ مرو ۲۲ ۳ب ۴ > ۵۲-۱۳ 
۵ "> 11۲-۸1 وچدعت 10 ۲۵10۲ 
ماه ۳۵ ۸ ۳-۱۷۲۲۲۷1۲-۹5۰ 
110 بب 111 
٩‏ کید اجه س ۰ 
! سس ۲ سس( 11 ۴ - 10 
۱۱ مس ۲ اس 3۳ 
۳ :2 


0 را چنان انتخاب کنید که نامساویهای زیر به ازای جمیع مقادیر 2 برقرار باشند و 
۲ ۱ ۱ > 1 ۳ 6۲( 1۳0 
۱۳ ۲۲۵-۳۰ ۲۷ (۱ - )۲ ۲ع(۳۱) 


و )13۵۲4 


7-۰ و حور ۲-۱-0 (۳ - ۲)۲2 -۲ع(۷ - ۳2) 
و 5 4-۵۰ ۳۱۲-۴ اک (100 س- ع) 
0 را چنان انتخاب‌کنید که معادلات زیر دارای ريشْة حقیقی باشند ۰ 
۷ 9 ه > 16-۷10( ات 172) ۲ :130 
ّ ص۱۱۵( )۳۳۵۱ 
۱۹ "۰ توت ۵ ۲( )2۳ 
در وجود و علامت ریشه‌های معادلات زیر برحسب 1 بحث کنید : 
و۲ 9 ۱ ۳0 و و 
۱ پ 
ن -- 1-1-۳111 111 ۲۷ زر 
۲ ۴ 
۳ و -د 111 1 مس 6 112 
۳ 


| 


فصل 
معادلاتی که به‌معادلة 
درجهةٌ دوم تبدیل پذبر ند 


۱- معادلائی که به‌صورت ۰ ).۸.۳ هستنه - درشمارءٌ ۱۸ فصل ۱ دیدیم که 
ریشه‌های معادلهٌ » :۸.9.6 که در آن ۸ و 8 و ن4 عبارات‌جبری هستند عبارتند ازمجموعة 
ریشه‌های معادلات ۸-۰ و هد و هن که به‌ازای آنها مقادیر عددی عبارات ۸ و 
و ) معین هستند. ۱ ۱ 

بنابر این اگر معادلات ‏ حد ۸ و و --13 و هت از درحات اول و دوم باشند» با آ نچه 
تاکنون فرا گرفته‌ايم می‌توانيم معادلهٌ » ,)۸,12۰ را حل کنیم. ۱ 

مثال ٩‏ - حل‌معادله ۰ 

۰ (۷ ۰-۲ ۴()۲ - ۱()۳۸ ۲۲-۳۲ ) 
این معادله با معادلات زیر هم‌ارژ است : 
رن 
ه -- ۴ -- ۳ 
مسبت ۲-1-۱۷ 
بتابر این معادلهٌ مفروض چهاز ريشه داردکه عبارتند از . 


۱ _ بر ۳۳۳ 
1 9 و یی ۱ اتکی 


مثال ۲ - حل معادلهة : 
هس ا(ع و اا) ‏ ک(۱ ٩۲۲-۵5‏ ۲) 
اين معادله را می‌توان با در نظر گرفتن اتحاد (-0-4)(-6) 0۲-۲ 
چنین نوشت ۰ ۱ 
هت ( عون ین ۲۲۲( وس وان وا ۲۸۲-۵۱ ) 
و یاه وه ساب (و اس آير) 


ریشه‌های عبارت (۵--۲۳) عبارتند از ۵( و ۵ ۷- و ریشه‌های سه جمله‌ای 


۳۲-۱۰-۲۷ عیارتند از ۱ و 5 ۱ 


پس معادلهٌ مفروض چهار زيشه دارد . 


 نیرمن‎ 


معادلات زیر را حل کنید : 

۵()۹۲۲-۱۲(<۰ -۷()۴۲ ۲ ۳) 
» ت ( ۷۰4-۳ ۲۷۲)( منت 3:۲) 
ها( )تس کلم ۲ آعا۳) 
۲ (۷ ۱۷1ات آعا) س (۷ وت ۷۲) 
 »‏ (۳ ۲-۱۷۰۲ ۴()۷(- ان -- ۷():۲- >۴) 
۳ 

طرف‌چپ هريك از معادلات زیر را به حاصل ضرب عاملها تجزیه کرده معادله را حل کنید : 
۷ ۱ ۷/۱۳ مت اس ۳6۳ 
۸ دوع 
۹ رو ی 
۱۰ ۵ - ۳۳۱۲-۳۱ ان 
۱ ۱ مر ار ی 
۱ ۵ عت و 1 ووسات ۲۲ جات ؟ ی 
۳ سا 6 سا ناس 6 


۴ » حت سل اسب 6 مت 6 


> ع مه حت چه 


۱۵ و( ۹۳ اه 5 


۳- معاد له دومجذوری - معادلٌ صحیح درج چهارمی که بتوان آن‌را ب‌مورت 
زیر نوشت : 
ه ۲6 ها 0 (۱) 
معادلة دو مجذودی امیده می‌شود. ملاحظه می‌شودکه این معادلٌ صحیح درجذ چهارمیاست نه 


۴۳ 


ضر ایب جمله‌های درجات سوم و اول آن صفر هستند. 
برای حل کردن معادل فوق ۲ را مساوی با ۲ می‌گیریم (7<؟۶) ؛ معمولا لا را 
۳ 7 بو< ار » معادلة (۱) به‌صورت معادل زیر که به معادلة 


رازن )۲( 
۱ چون ۲ باید مثبت باشد ؛ به‌ازای هر ريش مثبت از معادلة (۲) دو ريش تیه برای 
معادلة (۱) حاصل می‌شود. ۱ 
اگر معادلة حلال دیش عثبت ب نداشته باشد , معادل دومجذوری ريشه نخواهد داشت. 
مثال ۱ -حل معادله: ...۰ ۳۲ عم اد 
معادلةٌ علال که به‌فرض 7 ع< ۲ به‌دست می‌آید عبارت است از : 

۲ ۳ مر ان 

این معادله دارای دو ريشه است زیرا من آن و مگیت 


است . وچون حامل‌ضرب این دو ریشه یعنی مه مثبت است دو ريشه متجدالعلامه هستند و 
چون مجموع آنها بعنی ع- منفی است هر دو ريشه منفی. هستند ؛ پس معادله مفروض 
ريشه ندارد. 
مثال ۲ - حل معادله : و مت وق ۱۳۲ات ۲6 
معادلٌ حلال یعنی : ه ‏ (۴ -- ۳ ۱ ؟ ل ۷ ۱ 
دارای دو ریش 4 مختلف‌العلامه است (چرا؟) و ریش مثبت آن عبارت است از: 
وت 27 ۱۳ ۳ 


پس معادلة مفروض دو ريشه دارد: سس ار و ۳ << ۲ 
مثال ۳ - حل معادله -* ۵ بت م۵ 1۲۲ 


معادلة حلال یعنی وس ۴ 4 نت " ۷ 
دارای دو ريش مثبت است : اوعد + پس معادلة مفروض چهار ريشه 
دارد: ۱ ۰ 5 و سم عد پز 9 ۲ .1 « ۲ سب << م5 . مجموعهٌ این‌ریشدها را مجموعجو اب 


خوانده آن‌دا چنین می‌نویسند : 
۱ ۲ ۶ ۱ ۶ ات و ۲ب - مجموعه جواب 
تمرین 
هريك از معادلات زیر را حل کنید : 
۱ ۲ مه و 1۲-۳ ٩‏ .اه لایر 
۳ 


۴۲۹۲۱۰ . ۴ ۴۲ ۷۳۲-۲۱۴۴۰ ۳ 
۱ ۵ 


۳۶ 1-۲ ۶ ام حوو دهع زر 
۷ << ۲-۴۲ ۸ وه ۱ سب سا 16۴ 
٩‏ حهو او رن ۰ ه۲۴ ۷-۱۳1۲ 
اب ح وو- ۵۲( 1۳ ۱۳ و 0 ۸0۳۲ ۱۶ 
۱۳ هت 6 6۲( سس یز ۱۴ ۳ 


راهنمایی - ابتدا معادلة حلال را حل کنید و بعد با استفاده از قضیه‌ای‌که درشمار ۱۱ 
فصل ۲ بیان کردیم مه‌جمله‌ای درجهُ چهارم را به‌حاصل‌ضرب دو سه جمله‌ای درجة دوم‌تجزید 
کنید و بعد هريك ار سه‌جمله‌ایهای درجه دوم را نیز در صورت امکان به حاصل‌ضرب عاملها 


تجزیه نمایید. 
۳٩۲-۷۵ ۲ ۵‏ 
۶ وم ی 
۱۷ 4 او و 
۱۸ سوه و یج ۷ 
۹ 9-۱۸ 
۷۰ ۱۱ یراع 


۳ معادلات گنت مس درشماره ۱ فصل ادل دیدیم که اگر در معادله‌ای دست کم يك 
رادیکال شامل مجهول وحود داشته باشد» آن معادله را معادله کنگ می‌نامند. ماننده 
۲۱۴سا و ۲۸۲۱-۲۷-۳ /ا 
دراین کتاب فقط معادلات گنگی را مورد بررسی قرارمی‌دهيم که شامل ريش دوم باشند و 
خاطر نشان می کنیم که ۰ 
اولا -مقداد ۵ /آ فخط در صورئی حعني دارد که ه دج . 
افیا - در -حسب گرازداد مقد!( ۳۹ نماچش یثك عدد عثبت با صف) است که قرینة اد 


۸ - باصتت ان 


ال - گ ععادله به صوات (2)1 < (0] پاشد باید ۱۶۲1 وجود داشنه باشد 


ابا - اگر دوطوف يلك معادله ۱ به‌توان دو برسانيم ۰ عمکن است دیشه‌های خادجی وادد 


ععادله شوند 
اينك با ذکر چندمثال روش حل این گونه معادلات را شرح می‌دهیم : 


۳۵ 


۴س الف - معادلات گدگی که فقط شامل يك در ادیکال هستند. 


مثال ۱ - حل معادلة: 
ِ ۱۲۷۴ (۱) 
رادیکال را دريك طرف معادله قراز. می‌دهیم: 
پز4٩۲۲‏ ام تما 6 
طرف راست این معادله » وقتی معنی داشته باشد» مثبت مثبت یا صفر است. پس باید  --۴6<۰‏ 
یعنی 5<۲ تا بتواند ریش معادلة (۱) نس ین ۷+۷۰ يا ۳۸۵ <. که 
ا گر 2۴ نظر تأمين است. 
اکنون دوطرف معادله (۲) را بدتوان ت ی 
له ۲۱6 حت ا( ۴‏ 36) 
ویا ۳ 
ویا ۱ هه 4 سل واه ۷ س از 
| < از و ده "یر که با توجه به آنچه گفته شد 


این معادله دارای دو دیشه است : 
۱ - ار قابل قبول نیست . ۱ 
تبصره - به‌طورکلی اگر ۸ و 8 دو چند جمله‌ای باشند » ریشه‌های معادل 3 ۸ 
عبارتند از ریشه‌هایی ازمعادلة 8 حه ۸۲ که به‌ازای آنها داشته باشیم : ۰ . 
لزومی ندارد امتحان کنیم که به‌ازای این ربشه‌ها مقدار زیر رادیکال یعنی 13 
صفر هست يا نه . زیرا مقدار 8 مساوی است با ۸۲ و نمی‌تواند منفی باشد. 
مثال ۷ - حل معادل: .1/۲۰ )۱( 
ابتدا رادیکال را حدا کرده معادله را به‌صورت زیر می‌نویسیم : 
/ح ه ۲۷ - 6 )۲( 
طرف راست‌معادلة (۷) وقتی معنی دارد که مثبت پاصفر باشد ی ناه ۲-۷۲ 
و یا ۰ . (۱) 


اکنون دوطرب معادلة (۲) را بهتوان ۲ مي‌رسانیم : 
حهد ۵ و 1-۴ 1 9 تست ۲ 6 


ویا و که ( 
۵ ۲ و ۱۶ 2۳ است . که ۱۶ < ۸ طبق (۱) قابل 


این معادله دارای دو ديشة 
قبول یست . 
ب م معادلا تگنگ ی که شامل بیش ازيك د ادیکال هستند 
در این گونه معادلات ابتدا به وسیلهٌ به توان رساندن دوطرف معادله عده رادیکالها را 


۳۶ 


می‌کاهيم نا بالاخره به يك معادله صحیح پرسیم و اس . باید ریشه‌مایی. را که 
از او بو وی ی شنت ۳ ۳ شود که در 


ال -٩‏ حل معادله : .۰ 22۲۳/۳ ۲6 


باید : 
ِ« وتان ۰+ ۷۶ 
ین ۱ ی ۳ 0 
و معادله را به توان ۲ می‌رسانیم , 5 
۳ سل نس ۴1/36 ۴ عه ۱ سل ۲۷ 
رادیکال را جدا ۳ : 
۱ ۴۳ رم 
باز دوطرف ندتند 1 ۹ توان ۲ میرسانیم : 
شید 
5 (۳ -- )۱۶ دز 
وه ۴۸ و1 6۲و 


ین معادله دارای دو ریشة است ان بویت وت نی خاش و وی بل 
قابل قبول هستند : ت 


مثال ۷- حل معادلة ::.: .مس عت ۱/26 
این م۱۲ جوا ۳ » زیرا طرف چپ آن مثبت و طرف رات آن 
قول اتب یت ۱ 

ال ۳ حل معادلذ بٍ ۱ نب ۷+۷۵ ۷ 


ی 5 ۱۳-۰ با ۱۳ که 1-۵2۰ با ۵ حور 


پس 165۱۳ > ۵ باید باشد که خود ۱۳و ۵ هم در معادله صدق نمی کنند پس (۱) 2۲ ۵ 


است . 


وود 


دوطرف معادله وا به توانل ۲ می‌رسانيم : 
اس ۱۳ست ۵ ۷-4-1 
۱ ۱-۷ ۵ - ۲ /| 
باز دوطرف معادله ر! به توان ۲ می‌رسانيم : 


۱۲۱-۲۲۱1۲ ست ۵ -- تا 


و یا ه -- ۷۵ ۱ -[- ۷۳۲ مس آ وا 

این معاث له دارای دو رییه ابیت *  ۴‏ عد ۲ و 9ج ۲ 

ریش ٩‏ --2۳ در معادلة منروض صدق می کند . اما ریش ۱ --:< طبق (۱) قابل 
تبول ت ۶ ۱ 

تمرین 


معادلات زیر را حل کنید و تحتیق کنید که ریشه‌هایی که به دست می‌آورید در معادله 


صادقند يا نه ۰ 


ی 


ده ۵ اه 
باس با 6۲ ۱۶۹ 
ات ٩‏ سس ٩‏ ۷ مت 5 
۹۹ 
۱ ۷۲۲ ۷:۲۲ | 

پا پا ۵ب ۷6۲ | 
٩-1-۷ ۱۹ -۳۲‏ 
۷۲۴ ۷ج  ۱‏ بع لا 

۱ ۱ وس از 
۱۰ و ۷ مس نیا 
2 ۲ ۳۶| 
ث_ِ ۷-۲ ۳ | 


مت هت ح؟ (۵ ه حم کلم 


۴۸ 


رز 1۲-۲-1۱۴۱ 


|/ ۷+۱۷ 5-۱2۲ ۱ ۴ 

۵ 1۷-۲2۵ - و ۲۳۳۸ 

۶ ۴ ۷۷ ۱ سکع۲۱ 

۳ ۲۷ ه ۲ ۶-1 سب /ا 

۱5۶-۷۷2 ۸ 

۹" 1/۳واست ۱ بر - 1/۷ 

معادلات زیر را می‌توانید باانتخاب يك مجهول معاون مناسب حل کنید. 

ِ" 16۲-۴۲۲۳ ۲۷ و - ۲-۴16 ز 

( << ۳ - ۴۷ ۲ را مجهول معاون بگیرید) 

۱/3 4 
۲۷ ۳-۲ ۳ 

۲ 2سا 

ِ ۵ ۲( ۰۲۷ ۴)۲ ۲۲ ( کب و۷ ) 


۵- دستگاههای معادلاتی که حل آنها به حل معادلة درحه دوم منحر 
می‌شود س حل يك دستگاه دو معادلهُ دومجهولی راکه مر کب از يك معادل درحه اول و يك 
معادله درحه دوم باشد » می‌توان با حدف یکی از مجهولها بین معادلات منروض ‏ به حل يك 
معادله درحه دوم يك مجهولی متجر کرد, 


مثال ب حل دستگاه معادلات ۰ ۳ 51 
|۳٩ ۴۴‏ (۲) 

مقدار ۶ را از معادلة (۱) حساب کرده آن را در معادلة (۲) قرار می‌دهيم . 

از معادلة (۱) حاصل می‌شود : ات ,۳( 

ومعادل (۲) چنین نوشته می‌شود: ‏ ۲4-۴۲۴ (ز۳ + و) 

و یا م۳ و۱۳۷۲ (۴) 


این معادله دارای دو ریشه است که عبار ننداز ۰ 


۳/۳ او و ات سب "17 
۳ ۴۳ 


۴۳۹ 


چون این متادیر :را ذر معادلة ۳( قراردهیم ریشه‌های زیر که حوابهای دستگاه مغر و ض 


هستند به دست فی آید : 


دستگاههای دومجهولی زیر را حل‌کنید : . 


۵۸۵ فح ! ۲ و ۱۳ 
۱ ترح لا[ 5 حتد اس کز 


ِ ۳ دربیم ۴ 
ووش ز تن ۱ ۷۵ ۲( - :) 


٩۷۲۴۲‏ مه یی 
0 او 


|] ۳۲۲ 2۴ 

شا 
۲ب 

۸ ع< 7 سل 

ام تلو ( رورم + ] 

1 ند تسا 


و دستگاههای معادلات متقادن س تعریف مات ۳۳ متقارن و در مار ۷ 
فصل ۲ صنحه ۲۳ دیدیم , 


دستگاه دو معادله دومجهو ی پرخجسب بو ۷ را در صود تي ی متا مینمند که ۳ 
سادله دا به اد دا به یل کم تییری دز آن معادله دستگاه ایجاد نود . 


۵۰ 


بر ای حل دستگاههای دومعاد له دومجهولی متنارن‌بهتر است ابتدا مجموغ و حامل‌ضرب 
دو محهول را حساب کنيم ۳ آنها ر! مجهو لهای معاوان قرار دهیم . 

۳13 فرض کنيم 8 4-۷ و ۳ بت ۲ نگ وا و ريشه‌های معادلهً درجه دوم 
زیر خو اهند بو د (چر ا؟) ۰ ۱ ِ : 


اينك با دذ کر مثال تما منت 2 شر ح می‌دهیم ۰ 
مثال ۱ - حل دستگاه : ۲ ۰ ۳۱9 ور :۶ 
وت ۳ (۱) 
۸ رم 

این دستگاه متقارن است (چرا؟) . چون +۷ وراه است» 4 

برای این کار معادلة (۲) ۲ چنین می‌نویسیم : 
ما ۲ ارام 

و با درنط رفن مدق (و) ال می‌شود. . ۲ج( . 

بنا بر این ریشه‌های دستگاه مفروض عبارتند از ریشه‌های معادلهٌ زیر : 


7 


ی 
این معادله دو ريشه دارد ۳ع 2 و ات2 که یکی از ار با 3۰3:دیگری 
مساوی با ۷ است. پس دستگاه منروض دو دسته جواب دارد ۰ ۳ 1 ۷ ۷ 


حد #۷ 


یا 


<- ۲ 
مفال ۲ - حل دست‌گاه 3 


۷۲۵ او پا )۱( 
۶( )(۱-- )| (۲) 
( اگر بخواهيم دراین دستگاه مثلا و را حذف کنیم» ؛ يلك معادله درج چهام بر حسب 
حاصل می‌شود.) 
معادلة (۱) را می‌توال چنین نوشت؛ 
ین 6۳ 
.و معادل (۷) چنین نوشته می‌شود : ی 
اس وس ( وچ سود (۴) 

5 اکبون فرض می کنیم : 8 سل و نت راو صورت معادلات (۳) و(۴) 
به‌تر تیب بدمورت زیر در می‌آیند . ۱ 
۱ ار 5 (۵) 

۱ 


5-۳۵ ۲ 2 
اينك ۴ را بین معادلات (۵) و (ع۶) حذف می کنيم » حاصل می‌شود : 
9۲-۲5-۱۵ 
از روی این معادله برای ۵5 دو حو اب به‌دست می‌آید ۰ 
٩-۵‏ و۱۳ 
اولا به‌ازای ۵ 5-۱ از روی معادل (ع۶) معلوم می‌شود که 
۰ ۵ ۷1-۱۵ ۳۵ 1 
بئابر این ۶ و #۲ ریشه‌های معادله زیر هستند ؛ 
هس و سل 2 ات7 
ریشه‌های این معادله ۵ و ه ا هستند پس دستگاه مفروض دارای حوابهای زیر است: 
۵ د ۲ ۰ 1 
۰ ۲ ۵ -- ۲ 
انیا به‌ازای ۳ س8 داریم : ۳۵-۱۳-۲۲ -< ۲ 
بنابر این ۷ و ۲ ریشه‌های معادلة زیر هستند : 
هس ۲۷ :۳2 ۱ س 2 
ریشه‌های این معادله عبارتند از وب و ۲- : بنابراین دستگاه مفروض دارای 
جوابهای زیر نیز هست: 
۱ سم ات ۲ ۲ ج ۲ 
۲- -- ۷ ۰ س عت ۷ 
پس روی‌همرفته دستگاه مفروض دارای چهار دسته جواب است. 
(تحقیق کنید که هر دسته از این جوابها در دستگاه مفروض صادق است) 


تمرین 


دستگاههای معادلات زیر را حل کنید ۰ 


۱ ۰ ۷ ۷ -|- ]۱ ۲ 7۲-۲۸ ۲-4 
5 سح ۲ سل :۷ 7 ۳ سه لس با 
۴ << ۷۲ ۹ ۲ ۲-1-۷ با 


۵ ۲ 


۲ ح--ت 1-۲-۲( ۶ ۳ 
۷ د» ۲ 
ِ" ۹ ۲ 3 


۲ ۲( )۲ 
۳ و۲ تیا 


هی 


۸ و سل با 


7 - ۲): ۲ (۳ 


۷- سائل عددی درحه دوم 

مثال ۱ - دو عددصحیح متوالی بیابید که حاصل‌ضر بشان و او احد بیش از مجموعشان باشد . 

حل - دوعدد را با و ات می‌گيريم. مجموع آنها می‌شود ۱ +۲۷ و بنابر آنچه در 
صورت مسئله گفته شده معادلهُ زیر حاصل می‌شود: 

۸( (۲۲۰۱) - (۱ ۱ ) کا 

و یا هس ۱۲ اس اس یز 

و از آنجا سا و سح . 

پس اعداد مطلوب عبارتند از ۴ و ن یا ۳-- و۲ --, 

مثال ۲ - درازا وپهنای زمین‌مستطیل‌شکلی به‌تر تیب ۶۵ وه ۴ متر است . می‌خواهیم در 
چهارطرف این زمین‌چهارر اهرو به‌پهنای متساوی ایجاد کنیم به قسمی که مساحت قس‌ت با قيما ند 
زمین ۲۰۰۰ متر مربع باشد. پهنای مشتركك 
راهروها را معین کنید . 

حل - اگر پهنای مشترك راهروها را 
بگیریم» از روی‌شکل واضح است که درازا 
و پهنای قست باقیداند؛ زمین به ترئیب 
(۲ -جع) و (<۴۰-۲) خواهد بود » 
و بنابرآنچه درصورت مسئله گنته شده معادلهٌ 
زیر به‌دست می‌آید: 

)۴ ۰ - ۲()۶ ۵-۲ ( < ۲۷۰ 

و یا ه دههمد۵ه ۲۲ 


۵ 


۱ ب .این .معا دله دارای دو ۰ امست ۹ از : 
9 یس 
5 ۱ ۴ 
ویا ۳هر ما و 2۴۹۱۴۷ ۰ 


واضح است که ریش ۴۷, ۴۸ << قابل قبول‌نیست. پس‌تنهاجواب مسئنه ۳۸۰۳ ع- ۲ 


اسنت ن 


تمرین 


٩‏ غدد ۷۷ زا به‌دوقسمت کنید: به‌قسمی که حاصل‌ضر بشان ٩۲‏ باشد. 
۲ - حاصل‌ضرب دوعدد صحیح متوالی ۶و است؛ آن دوعدد را بیایید. 
۳ - مجموع مر بعات سه‌عدد صحیح متوالی ۷۷ است ست؛ آن اعداد را حساپ کنید, 
۴ عددی پیایید که مربع آن ۷ واخد بیش از خودآن غاد یخن : 
۵ کدام عدد است که مجموع آن با عکسش مساوی پا تب اف 3 
۱ ری سای نمی 
عدد شود. - ۱ 
۸- دوعدد 0 نسبتشان مد و مجموع فر یعاتغان ۱۸۵ باشد . 
-٩‏ ساحت ۳ ۵۱ متر مریع و ۰ معط آن ۴۰ قاتا برازا وپهنای آن‌را 
۰ - وتر مك قاثملزاویهای ۱۷ مر و تغل اضااع ژاویة تا آن با متر اس 
طول دوضلع راویه قانمة آن را حسابکنید. ۱ 
1 مجموع ارقام يك عدد دو رقمی ۳ ۱ است و رقم دمگان و ار از مریم 
رقم یکان آن می‌باشد. آن‌عدد زا معین گنید. 


ور[ 


فصل 
تصاعد حسابی 


] - رشته‌های آعداد 

۱- رشتة عدد‌های طبیعی - اگرعددهای طبیعی کوچکتراز ۱۱ دابه‌ترتیب عددی از 
چپ به‌راست دنبال یکدیگر بنویسیم و هر دو عدد متوالی را با يك «ر» از هم جداکنیم» رشتة 
عددهای طبیعی کوچکتر از ۱۱ حاصل می‌شود: 

۰ ۷و ۶و۵و۴ ۳و۲و۱ 

هر يك از اعداد فوق را يك جمله از این رشته می‌نامند , رشته فوق متناهی است و ده 
حمله دازد وهريك از جمله‌های آن دارای مرتبةٌ معینی است مثلا ۳ جملهٌ چهارم رشته است. 

اگر بخواهيم رشته عددهای طبیعی کوچکتر از ۱۰۰ را بنويسیم» چون عده جمله‌هایآن 
زیاد است به‌جای آن‌که همه جمله‌ها را بنویسیم می‌توان به‌طورخلاصه چنین نوشت: 

و ۲ 

معنی سه‌نقطذای که بین ۳ و ٩٩‏ گذاشته شده این‌استکه باید عددهای از چهار تا نودو 
هشت را به‌ترتیب به‌جای نقطه‌ها نوشت . 

اگر بخو اهیم رشته نامتناهی عددهای طبیعی را نشان دهیم» چنین می‌نویسیم: 

و ره و تور ۳۵ 

دراینجا 9 را که يك عدد طبیعی نامشخص فرض شده جمله عمومی یا جملٌ مرئبهُ 0 یا 
جیلهُ ۱7 رشته می‌نامند , متصود ازنقظه‌هایی که درسمت چپ و راست ور نوشته شده این است 
که باید بعد از « همه عددهای طبیعی بزرگتر از ۳ را بنویسیم تا به 0 برسیم و بعد از 1 نیز 
باید عددهای طبیعی بزر گتر از 9 را به‌ترتیب دنبال یکدیگر بنويسیم, 

۲ رشته‌های دیگر اعداد - اگر مطابق با قاعدهٌ معینی نظیر خر يك از عددهای 
طبیعی يك عدد دیگر یاقته آنها را به‌ترتیب از چپ به‌ر است دنبال یکدیگر بنويسيم و هر دو 
عدد متوالی را با يك «و» از هم جدا کنیم» يك رشته عدد به‌دست می‌آید. 

به‌عبارت دیگر : برای آد‌که بتوا نیم يلك دشته عدد تشکیل دهیم. باید قانونی دد دست ‏ 
داشته باشیم به‌قسمی5ه اگرعوتبة جمله‌ای اذ (شته معلوم باشده با به کدبردن آن فا نون بتوایآ ند 


جمله ۱۱ به‌دست ۲ وزد. 


م 


مثال ۱ - اگر 0 يك عدد طبیعی فرض شود چون ۲۲ همیشه زوج است می‌توان ۲۵ 
را جملة ام رشتة نامتناهی عددهای زورج دانست. مثلا جملة پنجم رشتة عددهای زو ج‌عبارت 
است از ۵ < ۲ یعنی ۱۰ و رشته عددهای زوح چنین نوشته می‌شود ۰ 

۰ و .و ۶و۴ و ۲ 
توجه‌کنید که هرجمله از رشتة فوق را می‌توان با افزودن عدد ۳ به جملةٌ پیش از آن 


تمر ین 
پنج حمله اول هر يك از رشته‌هایی را که حمله 1 ام آن در ریر مفین شده است بو سید 
(فر اموش نکنید که (: عددی طبیعی فرض می‌شود ۱02[۷) 


1 : 1 
۱۱-۱ ۳ ۱۱-۳۳ 
۳ سای ۴ 1 
11-٩ 1‏ 
۵ (و 0۲() ۶ ۳ 
1 ۱ 
۱ ك‌_ ۲۹ 0 
۷ ص ۱ 
۹ ۳5 1 2 
۱ ۳ ات ۱ ۱ 
۱1 انس ۱ ِ "۱ ۷۳ 
۱۳ ۱-۳۳۳ ۱۴ 0-۲(۲) 
1 5 ۱ 
موس تسه 0 ۱ 
ِ ۳ ۴ دبه) 


۷- پنج جملة اول از آغاز رشتة مضربهای عدد ۷ را بنویسید . 


۸- جملهٌ ام رشته‌ای عبارت است از اش سرا . کدام جمله از این رشده 
ه- 
مساوی با ۲ است؟ 


۳ ۰ 
-٩‏ حمله ام يك رشته مساوی است با گت . کدام جمله ازاین رشته مساوی 
با ضقر است؟ 


۷ 


9 : را ۱ آیا جفله ای از آین رشته 
0 ی اج 


3 


و ۳ با باشد؟ (جراژ) 
5 ۱ ۱ 
۳ 
۱ اه ی ی ی ۱ به‌دست 2 قابل بول ت 
۷۲- دعر یف تایع را در کتاب ریاضیات جدید دیده‌اید . آیا حمله عمومی يك" رشته 1 
اعداد و می‌توان تانون تابعی دانست که دامیه آن تابع مجموعه عددهای طییعی و حوزه آن 


محمو عه عددهای حمیقی ات ۰ یم هس 


۱۱ تصاعد حساپی . 


۳ قعر بف سم تصاعد حسابی رشته شته‌ای استعه هر حملاةً آن یا 9 0 
(مخالف. با صفر) به‌حملة پیش از آن به‌دست آید . : 
عدد ثابت مد کور را تفاضل هشترك یا قددنسبت ]دا تس می‌نامند. 
مفال هريك از رشته‌های اعداد زیر يك تصاعد حسابي است 

۰ ۵ ۱و۷و۳ (الف) 
٩ ۲‏ ۳ ۹ 

تس ره (ب) 
و وا و۴۱ و۷ و رح ۸ 


وا وه و۵ و و۱۵ و۲ (د) 
. درتصاعد حسابی (الف) جملة اول ۳ و قدرنسبت_۴ است. 
ّ نت حسابی (ب) ج جملة اول ۵ و قدر نست ۳ 
۲ 9 


در تمباعد حسابی ۳ ۳ اول ۱۰ و قدرنسپت ۳ 0 
: درتصاقد حسابی (د) حُملة اول ۲۷ و قدرنسبت ۵ ۰ .اسنت, و 


تتانی معبت ناهد ۰ آن تضاعدن‌زا عفودی و اگر 


۹ تعر بش گر قدرانشت تصاعک: 
« .متفی باشند» تصاعد مزبور را دی می ایند . که 
درمثالهای شمارء قبل تصاعدهای آ(اف) و (ب) صعودی وتصاعدهای ی (ج)«(ه نزولی 
ند , 
اگرفقظ چندجمله متوالی از یل ز تصاعد نسایی رادرنظر گيريم سوت تصاعد دارای 
يك حمله اول و يك جملة آخر است و آن‌را تصاعد حسابی متناهی می ۱ 


ن_ 


ِ 1 ِ" و۱۷۳ ۱و۵ 
يك تمباعد تسا 0 7 .- حمله اول آن ۵ و جمله ] خرش 
2۵ قضره واضح ز استشنکه قدراشسبت هر تصاعد. بت به این ِ"ِ" به‌دست می‌آید : 
1 و بان وپطید آن اد 


۰ج قیقع 


قدر و او اب نت ِ 
۱ سس ویو و۱ 
۲ و۲۱۲۵ ۱۷ 
۳ ی ۱۳ 
۴ ی ۱ وا و و۲ 
۵ ۹« در قرو رو 
- جطلا ال یل یاعد رز واقدر نیت آن تلد 1 سا انت. پچ جمله اول آن 


۷ بت حملة سوم تمد حایی ۴ آن نس است. ق نخستین حملهُ 
ّ ۱۳ ۳ 3 
۸ - متدار ۵ را طوری تعیین کنید که رشتة زیر يك تصاجد چسایی ی 
ان 
۹ - مقدار ‏ را طوری تعیین کیید که رشتف زیر يك تصباعد حسابی باشد و سپس چهار 
جملهُ اول از تصاعد را رن 


۶ دستور نعیین حملة «ام جمانین .له اول تماهد ای زا ) 
و قدز نسبت آن را ۳ می‌نامیم. با به تعر یت تصاعد. حساین داریم : 
0 6 یلا ال 
(-1) عح جمله دوم 


۹ 


(۲۵)) ۲+( ) حد جملة سوم 
(د۳ سا ) عد ۳+ (۲۳ + ,ا) عت جمل چهارم 
(۱۱4-۳۶) ع 4-۳ (۳۳--,1) عد جملة پنجم 
دیده می‌شود که ضریب ۲ در هر جمله یکی کمتر از عددی است که مرتبة آن جمله 
را مشخص می کند (زیرا ۲ برای نخستین بار برای تعیین جملهُ دوم به ] افزوده شده 
است ) . ۱ ۱ ۱ ۱ 
پس اگر عمل فوق را اد امه دهیم » مثلا حمل هشتم «ساوی خواهد بود با ۰ 
۷۶۲ ]اد را 
و جملهٌ صدم مساوی خواهد بود با : 4٩۲‏ دوم 
بنابر این دستور تعیین جملة ام تصاعد حسابی برحسب ] و * عبارت است از : 


)۱( 0-۱(۶۲) + ا< وا 


مثال - محاسبهٌ جملةٌ صدم تصباعد حسابی : 


۱۷ ۹ 
9: 


دراین تصاعد نت ,) و سسج پس حمله صدم که آن‌را ۰ مي‌نامیم مساوی‌است با : 


سل با(۱ ۱۰و سییر 


۷۱ ب( +٩‏ ۵ ح 


۲ - حل چند مسئلة نمونه 
مسئلة ۱ - کدام جمله از تصاعد حسابی زير مساوی با وق است؟ 
0 
حل - در این تصاعد حملهٌ اول ۲ و قدرئسبت ۳ است. اگر فرض کنیم که جملة ام 
اين تصاعد ۶و۵ است مطابق با دستور فوق داریم: 


۱(۶--1۵) + اح ما 
عون << ۱(۲-- 7) ۳ با 
آیعنی ند ۳ >( (۱-) ۲-۳ 
وا ۱ ون << ۳ - 4-۳۷ ۲ 
و از آنجا ۰ "- 11 


رگ 


تن حمله نوزدهم تصاعد مساوی با ۶ج است . 
مسثلة ۲ - جملهٌ دهم يك تصاعد حسابی مساوی با ۴۳- و جملة هجدهم آن مساوی 
با 4۱ - است؛ این تصاعد را بنویسید, ۱ 
حل - اگر جملة اول تصاعد را 4 و قدرنسبت آن‌را ۲ بنامیم داریم : 
ی ۱۱ ۲۱ 
1 2 ۱۷۲( ,ات ,| (۷۲) 
چون دوطرف تساوی (۱) را نظیر به‌نظیر از دوطرف تساوی(۷) کم کنیم» حاصل‌می‌شود. 
۸- - ۸۲ و از آنجا ۳-۰-۶ . و چون این مقدار را مثلا در تساوی (۱) به‌حای" قرار 
دهیم» معلوم می‌شود ۱۱ ] . پس تصاعد حسابی مطلوب عبارث است از ۰ 


۱۱۵ 
تمرین 


حملةه ششم و جمله پانزدهم هريك از تصاعدهای حسایی ژیر را بنویسید: 

۱ اد و ۳۵۵۵ 

۲ ۱ تا و ۳۳۱۷۲۸ ۳۸ 

۳ و او ستاو ۱ 

۴ وس و وت 
(آم هر يك از تصاعدهای حسابی زیر را به‌ساده‌تر ین صورت بنو یسید: 


: ۰ و و ۲ و ۵ ۱ 
۰۰ و ۰61 ۱-- و ۵0 , ی 
۰ ۱( ۱۱ ۲0 - 


ِ.-. .9 (۲۷) و ۰ و ( 17 سل )مس 
۰ کدام حمله از تصباعد حسابی زير مساوي با ۱ و 


حمله 

۵ ون ۲ 
۶ ‌‌‌ 

۷ 

۸ 

4 


۱۱ ۷ 
و و - کدام جمله از تصاعد حسابی زیر مساوی با صفر است: 
و ۱ 
٩‏ ب جملهٌ اول يك تصاعد حسابی ۱۱ و جملٌ شانزدهم آن مساوی با ۱۱۶ است . 


۶۱ 


سه جمله اول این تصاعد را بنویسید. 
0 کدام تضباعد سنابی ابیت ۸5 درآن. 


۱۳ ۲۷ ب] و ۲ را 
۱۴ 5 2-۴۸ ب 5 و ۰ت ,با 
۵- در يك تصاخد ان دریم : : ۶4 ,راما و ۳۵عتی)- ,] ؛ آن تصاعد 


ای ی او سس _ در هر تصاعد 7 
بین دو حمله نامتوالی قر ار دار ند واسجه یا واسطه‌های حساپی (یا عددی) بین آن دو 
و ۱۲ ۱۳ و ۸و ۶ و ۴ 

عددهای و و چم و ها سه و اسطه حسایی بین ۴ و ۱۲ همتند . دراین صورت اصطادها 
می گویند که اعداد ع و و ۰ سه و اسنطه خساپی هستند که بین ۴ و ۲ داج شده‌اند. 
هر گاه سسه جعلةٌ متوالی از يك‌تصاعد حسابی را درنظر گیریم» جملة وسط ورملق 
واسط؛ حسا بی (یا. .میا دکیین) بین دو حملة شیگر: می تأمند , 
مثلا درتصاعد خسابی -: 
1 ۱ مش ات ان نشکا و ۵ 
عدد ۱ واسطة اه ۳ کت اعداد ٩‏ و ۱۳ است 
-٩‏ درج واسطه‌های میتی ازدزج 10 و اسطحسابی 
بین دوعدد معلوم 0۵ ز ط اين است که يك‌تصاعد حسابی متناهی تشکیل دهیم که 130-1 جملد 
داشته باشد و 6 و ط به‌ترتیب جمله‌های اول و آخر آن باشند. 
معمو لا از دوغددی که می خو اهند بین آنها جتد و اسطه حسابی 9 تفه ول 
نام می‌بر ند جملة آول تصاعد حسانی می گير ند, 
مثال - " می‌خو اهیم واسطهٌ حساپی یا میانگین دوعدد 0 و ظ را معین کنيم. 
حل - چون دراینجا به‌طور مطلنق ازواسطهٌ خسابی بین دوعدد گفتگو به‌میان آمده‌است» 


پاید يك و اسطهٌ ات .یت بش نات ی وتا تاش اگر 


آن‌را به‌صورت ی 

۱ ۱ دوه 
بنویسیم؛ معلوم می‌شود که 
و 


سب (] ح< 0 -ب ۷ 


ند ات 


آپن ۰ واسطة حسابی یا میا نگین) دوعدد 0 و مسادی با نصف مجموع ؟ نهاست. 


تمرین 


و اسطه حسابی( ح میا نگین) هر زوج از اعداد زیر زا حساپ کنید 


۱ ۳ ۳ ۴ و ۶ 

۳ ۴ , ۳/۸۲ ۴ ۵ و ۳ 

۲ تاد ۲ 
۴ ۲ 

۷ و ۲6 4۸ 0 و 4 - 

۶ و ۱۱۸ ۱۰ (64۵) , (04-۴) 


۰- مجموع جمله‌های تصاعد حسابی متناهی - يك تصاعد حسابی متناهی 
را که دارای 1 جمله باشد درنظر می‌گیریم و جملهٌ اول آن‌را ,4 و جملة آخز آن‌را و4 و قدر 
نسمیت آن‌را ۲ می‌نامیم. می‌خواهیم مجموع جمله‌های اين تصاعد را حساب کنیم, اين مجموع 
را و5 می‌ناهیم. ۱ 

و اضح است که چون جملة آخر را با ناميده‌ايم جملة ماقبل آخر (۳- و ) و جلهپیش 
از آن ( ۲۳ -و1) است و غیره . پس می‌توان ,5 را چنین نوشت: ۱ 
وا( وا( ۲۲ وا( ۱ )ایا وگ (ا) 
حال اگر جمله‌های این مجموع را به‌عکس ترتیب فوق بنویسیم» حاصل می‌شود: 
ار ابا( ۲۳ وا (۳ وا )انا دوگ (۲) 
اگر تساویهای (۱) و (۲) را عضو به‌عضو با هم جمع‌کنيم و در موقع جمع کردن هر 
جمله ازطرف راست‌تساوی () را با جملة مقابل آن ازطرف راست تساوی (۲) تر کیپ نماييم 


نتیجه می‌شود : 


رم )...4 (وا ,)+ (ما سا 1) ععد و۲۵ 


(0 پرانتز) 


بژِآ" 


۲۵ ۳ 11) + )( 


و از انا تما اک سر 


پس اگر جمله اول (1) وجمله آخر (ما) يك تصاعدحسابی‌متناهی معلوم باشد» می‌توان 
مجمو ع حمله‌های ان تصاعد وا یات وود 

اما اگر حملهٌ آخرمعلوم تما شد یلکه حمله اول و قدر نست و عده جمله‌ها در دست باشك 
برای محاسبهةٌ مجموع جمله‌ها در دستور فوق به‌جای م) مقدار آن را برحسب ) و 2 و " 
(همچنان که درشمارءة ۷ دیدیم) قرار می‌دهیم» حاصل می‌شود. 


٩ <-] ۲), ۱ (۳ [‏ 
قیصره - پیش از ذکر چند مثال ابتدا نکت زیر را خاطرنشان می کنیم : 

با کمی دقت معلوم می‌شود که در ضمن محاسبة فوق نتبجه زیر را به‌دست آورده‌ايم؛ 
دز هر تصاعد حسابی عتناهی عجمو عغ دو جیله که از دو یف تما عد به يك. فاصله با شند 


حساوی است با عجموع جمله اول و جملهُ خر . 

مثلا اگر جمله اول را 4 و حملهُ آخر را بر] بناميم» جملة سوم از طرف چپ مساوی‌با 
(1۱41-۲۳) و جملةٌ سوم ازطرف راست مساوی با (۷۲-»4) و مجموع اين دو جمله مساوی 
با 1-1 است . 

اگر عده جمله‌های تصاعد حسابی متناهی فرد باشد» جملهٌ وسط که از دو طرف تصاعد 
به‌يك فاصله است مساوی است با نصف مجموع جمله‌های اول و آخر . 


مورد استعمال دستورهای فوق 
مثال ۱ - محاسبة مجموع ۷ نخستین عدد صحیح مثبت . ۱ 
قدرنسبت آن ۱ است پس : ۱ 
10( 
اس ...بمب در۸ 
مثال ۲ - محاسیذ مجموع 9 نخستین عدد فرد . 


رشته عددهای فرد يك تصاعد حسایی است که قدرنسبت آن ۲و حملهٌ اول آن ؛ وحمله 


۶۴ 


ام آن (۱--۲۲) است. پس - 
ِ ۰ 
اس( کت( فا دوب با ۱ 
۱ یعنی + مجموع 1 نخستین عدد فرد مساوی است با مربع 1 . 
نمرین 


به‌ازای متادیر معین 1 » حمله 1 ام و مجموع 0 حمله از هريك از تصاعدهای حسابی 
زیر را حساب کنید: 


۱ (< 0) ۰ و ۱۳و ۱۲ و ۱۱ 
۲ (۲۰- (1) ۰ ۱ ۸ و ۵ 
۳ (۷ > ) ۷ 
۴ (روه و( -۳۵) و (۴۵-۲) و (ظ-۵۵) 
۵ بو (۵4-۳۳) , ۲۵ و (- ۳۳) 


چند جمله از هر يك ا تصاعدهای حسایی زیر را باید با هم جمع کرد تا مجموع آنها 
مساوی با متدار معین 9 شود ۰ 


۶ ([ه ۱۱ حد 5) ۱ ۰ و ۶و۴ و ۲ 


۷ (۴۲ <- 5) ۰و ۱۱ و ۱۶ و ۲۱ 


۸ - مجموع بیست و يك نخستین حمله از يك تصاعد حسابی مساوی با ٩۰۳‏ است و 
حملةٌ هفتم آن ۲۷ می‌باشد. جملهُ اول و قدرنسبت این تصاعد را حساب کنید . 


4 - جملٌ 10 ام ومجموع 9 جملة اول از تصاعد خسابی زیر را حساب کنید: 


۲ 121۱ 10-۱ 
را ۱ و 1۱ 


۶۵ 


۲ طر ح مسائل مختلف در بارخ تصاعد حسایی - در هر تصاعد حسابی 
متناهی پنج مقدار مهم می‌توان در نظر گرفت که عبارتند از : 
6 یعنی حملهٌ اول - ۳ یعنی قدرنسبت مب ما یعنی حملهٌ آخر - 11 یعنی عدة جمله‌ها د 
8 یبنی مجموع 1 جمله . ۱ 
بین این پنج متدار بحت دو رابطهُ زیر را ثایت کردیم ۰ 
(-ه) ]وا 
( 0 و 
۳ 


بنا بر این هر ۳9 مه مقدار تابل تبول از نج »دار فوق در دست دا شد 6 می‌تو ان با 
استفاده از دو دستور فوق دو متدار دیگر را حسماب ۳1 (11 باید همیشه عدد صحیح همست 


باشد ) . 


تمرین 
و -پنج جملهٌ متوالی از تصاعد حسایی زیر را معین کنید که مجموع آنها ۱۸۷۵ 
باشد : ی 
۱ ۱ رک ۱ 
۲ ب تصاعدی ح<ساأیی 1 دهد که حمهُ چهارم ان ه ۴ و حماه دو آزدهم آن 3 


۳ ب در يكث تصاعد حبیاد ی هجو ع حمله‌دای هشتم و چهاردهم ه«ساوی با »۵ است و 
حمله پتجم آن ۱۳ می‌باشد., این تصاعد را مشخص‌کنید . 
دريك تصاعد حسابی متناعی عده حملهعا ۰ و مجمو حمله‌عا ۲۴۵ و تفاضل 
جمله‌های اول و آخر ۴۵ است. این تصاعد را مشخص‌کنید. ۱ 
۵ - مجموع 0 نخستین عدد صحیح مذیت ۴۹۶ است. " را ات 
۶ - مجموع سه عدد له نصاعد حسابی‌تشکیل می‌دهند ۳۳ و حاصل‌ضرب آنها ,۱۲ 
استت, آل سته عدد زا مهین کیان 
۷ - مجموع پاچ عدد که تصاعد حسابی تشکیل می‌دهند ۵ و حاصل‌ضربشان ۱۱۵۵ 
است . این پنج عدد را معین کنیده ‏ ۱ 
۹ مجموع سه عدد که تصاعد حسابی 9 می دعند ۳ و مجموع مر بعات آنها 
۶ع است. این اعداد را حساب کنید , ۱ ۱ 
٩‏ - جملة دوازدهم و جملهُ عشتادوپنجم و جملهُ آخريك تصاعد حسابی به‌ترتیب مس و 
۰ ۷ و ۳۹۵ است. این تصاعد را مشخص‌کنید. . 


۶۶ 


فصل 
تصاعد هبد‌سی ۱ 


اس تعو بف - تصاعد هندسی رشته‌ای است که هر حملذة آن با ضرب کردن حملة 
پیش از آن در عددی ابت به‌دست آید . 
عدد ثابت مذ کور را خسبت مشترل یا قددنست تصاعد هندسی می‌نامند. . 


مقال - هر يك از رشته‌های زیر يك تصاعد هندسی است : 


۰ ۱2۲ ۵۴ ۱۸ و ۶و ۲ (الف) 
۰ ۲۸ و۵۶ و ۱۱۱۲ ۲۲۴ (ب) 


در تصاعد هندسی (الفب) حمله اول ۲ و قدرنسبت ۳ است. 

در تصاعد هندسی (ب) جملهٌ اول ۲۲۴ و قدرنسبت سل است, 

در تصاعد هندسی (ج) حملهة اول 4 وقدرنست ۷ است. 

اگر فقط چند جمله از يك تصاعد هندسی را درنظر بگیریم» تصاعد دارای يك جملف اول 
و يك جملة آخر خواهد بود. دراین صورت آن‌را تصاعد هندسی متناهی می نامند. 

. مثلا تصاعد هندسی ۰ ۱ 

۰ و« ۲۵۰ و۵۰ و ۱۶ و ۲ 

متناهی است و پنج جمله دارد, جملة اول آن ۲ و جملة آخر آن ۱۲۵۰ است. 

۲- تبصره - واضح است که قدر نسبت هر تصاعد هندسی به اين طریق به دست 
می‌آید که يك جملة دلخواه آن‌را به‌جملهٌ پیش از آن تقسیم‌کنيم. 

مثلا درمثالهای فوق قدرنسبت تصاعد (الف) مساوی است با : 


و قدرنست تصاعد (ب) عبارت است از ۰ 


و ۲۸ ۵۶ _ ۱۱۲ 


۲ ۵۶ ۰۱۱۲ ۲۲۴ 
و قدرنسبت تصاعد (ج) مساوی است با : 


۷ 


و نیز واضع است که اگر جملةٌ اول و قدر نسبت يك تصاعد هندسی در دست باشدء 
می‌تو ان هم حمله‌های آن‌را متوالیأ حساب‌کرد. 
مثلا تصاعد هندسی که جمله اولش ۱ و قدرنسبت آن حگ باشد» عبارت است از 

۸ 


۳ 
ی ۶ هس 


تمرین 

حملهُ چهارم هر يك از تصاعدهای هندسی زیر را بنویسید 

۱ ۰ و ۳و ۲۱ و ۷ 
۲ و ۳۶ و ۱۲ و ۴ 
۳ ۵۴ و۳۶ و ۲۴ 
۴ ۱ ۰ و ۵٩۵‏ و ۳۶ و ۱۸ 
2۳ ۵ و ۸۰ 
۶ ۵ , ۶0۳9 - , ۳۵۵ 


۸ ۱ ۱ تن چم و سس ء ۶3۲ و ۲:۲۷ سب 


پ - دستور محاسبة حملة ام تصاعد نحل اول تصاعد را ۸ 


۳ قدر نسبت آن را 1 می‌نامیم . بنا بهتعر یف تصاعد هندسی داریم : 


۱ ع- حملة اول 
0-0 < ۱ جمل دوم 
0-۲ < ۱0 -<- جملة سوم 
۲۳ 0 < 1,0۲ -<- جملذ چهارم 
0-۴ < 10۲ < جملة پنجم 
دیده می‌شود که نمای ‏ در هر جمله یکی کمتر از عددی است که مرتبة آن جمله را 
مشخص می‌کند (زیر | ٩‏ برای تشن بار برای تسین جملة دوم در :6 ضرب شده است). 
س‌ اگر عمل فوق را ادامه دهیم,مثلا جملهةٌ هشتم مساوی خواهد بود با "با و جملة 


۶۸ 


می‌اید ۳ ۱ ۱ ۳۳۳ 
- حل چند مسئلة نمونه 
مسئلة ٩‏ حملهٌ ششم تصاعد هندسی زیر را حساب کرده تعیین کنید که آیا حمله‌ای 
ی ۱ ۴ 
از ۱ کف مباف نها سسه داد با ۲ 
ز ال هت وی سم باشد د له , 


۴.۰ و ۱۲ و ۳۶ و ۱:۸ 


0 ۳ 
حل - در اين تصاعد ره | سنا و سب ۲ 0 » پس * 


۴ ۵ ۱ ۱ 
سس << (د) ۰ _ سب ۲و 4 -- م1 
۰ 7 2 6۸ ۱ ۱ 0 -< ۶ب 


سِ ۴ طه ی 1 ِ# 


۴ 
۲۴۳ ۹ 
۱ ۴ " ۱ 
ی ۰ 217 ۳ ۱۸ 
ی و ۸ ت- 
۳ رب مداسع۳ ۱۰۸ ۲۴۳ ۳ 


بنابر این رد 0-۱ و از آنجا 19-٩‏ . 
پس جملةٌ نهم تصاعد مفروض مساوی با سس است. 
مستلة ۷- اگر جملةٌ نهم يك تصاعد هندسی مساوی با ۶۴ برابر جملةٌ ششم آن باشد» 
تعیین کنید که جملة دو ازدهم آن چند برابر جملهٌ هشتم آن خواهد بود. 
حل - حمله اول را 4 و قدر سبت را» می‌نامیم. در این صورت : 
راصنا و او 
و نظر به‌فرض مسئله داریم : ۵ب ۶۴ ۱0] 


۱ ‌ ۱ ت 

و چون هعد » پس ؛ و و از انجا ۴-- ۲ ۶ ۷ <- 0 
اکنون می‌نویسیم : ۱ << ,] و را 
۳ ۴ ۴ ۰-۱ ۱ 
بصن ۰ ۲۵6۶ ۴ 9 9۲ ,1 


بنابر این : راع۵ 1۱-۲ 


۶۹ 


نمرین 


جملهٌ ششم هربك از تصاعدهای هندسی زیر را بنویسید ‏ 

۱ ۰ ۱۸ و ۶ و ۲ 
۲ ۱ و ات ۷ 
۳ ۱ ۱ و وا و ۵۴ 


۱ 
۴ ۰ و سس ۶و ۱ ۱ وت ۱ ۳ 
۳۷ 
۵ 


ع- دو جملةٌ اول يك تصاعد هندسی ۴۳۲<] و ۸۲ 1-۷ هستند . جمله چهارم آن 
ر مات کیت : 

۷- جملةٌ هفتم يك تصاعد هندسی مساوی پا هشت برابر جملة چهارم آن است , نسیت 
جملهٌ دوازدهم آن را به‌جملة هشتم آن حساب کنید. 

۸ - نشان دهید که دو تصاعد هندسی می‌توان یافت که در هر يك از آنها جملة هفتم 
مباوی با ۱۶ پر ابر حمله پنجم باشد و معصمی ع ۲59 حمله اولی مساوی با ۳ شود. سپس 
جملةٌ چهارم هر يك از این دو تصاعد را بنویسید. 

4- در يك تصاعد هندسی جملكٌ پنجم ۴۸ و جملهٌ هشتم ۳۸۳ است . جملةُ سوم این 
تصاعد را بنویسید. ۱ 

۰- دريك تصاعد هندسی جملة ششم ۵۳ وجملة هشتم ۴۷۷ است؛ قدرنسبت این تصاعد . 
۱ زاضنات کید ۱ 


۵- واسطه‌های هندسی - در هر تصاعد هندسی جمله یا جمله‌هایی را که بين دو 
جملهٌ نامتوالی قرار دارند واسطه یا داسطه‌های هندسي بین آن دو جمله می‌نامند. 

مثلا در تصاعد هندسی : 

۸9» ۰ و ۲۶ و ۱۶۰ و(۵) 

اعداد ۰و ۲۰ و ۴۰ سه واسطة هندسی بین اعداد ۵ و ۰ عستند. در این صورت 
می گویند که اعداد ۱۰ و ۷۰ و ۴۰ سه و اسطة هندسی هستند که بین اعداد ۵ و ۸۰ دا 
. شده‌اند. 
هر گاه سه جملةٌ متو الی ازيك تصناعد هندسی را در نظر گیریم » جملهٌ وسط را به‌طورمطلق 


۷ 


واسطٌ هندسي بین دو جمله دیگر می‌نامند, 

مثلا در تصاعد هندسی : ۶۳ و ۲۱ , ۷ 
عدد ۲۱ و اسطة هندسی بین اعداد ۷ و سع است. 

۶- درج واسطه‌های هندسی بین د9 عدد -متصود از دزج 20 واسطةً هندسی 
ین دو عدد معلوم ۵ و 1 اين است که يك تصاعد هندسی متناهی تشکیل دهیم که100-1-۲ جمله 
داشته باشد و 0 و ظ به‌ترتیب جمله‌های اول و آخر آن باشند. 

معمولا از دو عددی که می‌خواهند بینآنها واسطه‌های منیسی درج کنند آن را که او 
نام می‌برند جمله اول تصاعد می گیر ند. 

مثال -٩‏ می‌خواهيم واسطهُ هندسی بين اعداد ه و ظ را بياييم. 
چون در اینجا به‌طوز مطلق از واسطة هندسی بین دو عدد گنتگوشده باید يك واسطه 
هدس بن 0 و درج کیم. ی تماعد هی مطلوب مه جمه درد و گر آن را اسورت. 
"0 , ۶ و0 بنویسیم » معلوم می‌شود که 


و از آنجا - ۲-0 ۲ و یا ون 1-۷- ع- 2 
۰ پس ۰ اگر ج۵ مثبت باشد » بین دو عدد 0 و ظ دو واسطةٌ نیسی وجود داردکه عبر 
از ۷۵ و ره ۷- . 
به‌عبارت دیگر . تا ی مس خی تا ای اد 
مثال ۲- می‌خواهيم بين اعداد ۵۱۲ و ۱۲۱/۵ چهار واسطة هندسی درج کنیم, . 
در واقع باید تصاعدی هندسی تشکیل دهیم که شض جمله داشته باشد و جملة اول آن یکی .. 
ازدو عدد مفروض و جملهةٌ ششم آن عدد دیگر باشد. 
"اگر جملة اول را ۵۱۲ بگیريم و قدر او و یب تین یت تن 
۷ وا 


چون جملة ششم تصاعد باید ۵, ۱۲۱ باشد» پس : 


۵ 2 ۵۱۲۹ 
دای ۵ 


و با ۰۵.۴ ۵۸۱۲ 
۵ 
و از آنجا عشای | ۲۳ 
5 ۱ ۴ ۱۰۲۴ ۱ 


اه موش از ۰ 


۳ ۳ ۱ 
)۵۱۲ , (ج*<۵۱۲ , ۵۱۲ , -<۵۱۲ 


یعی , ۲ و۲۱۶ و ۲۸۸ و ۳۸۴ 
وم مثال فوق ۵ ۱۲۱ را جملهٌ اول و ۵۱۲ را جملهٌ ششم تصاعد بگيريم 


چه تغییری در جواب مسئله روی خواهد داد؟ 


تمرین 

واسطةٌ هندسی بین هر زوح از اعداد زیر را معين کنید : 

۱ ۸ ۲ ۲ ۱ ۰ و ۵ 
۳ ۷ ۲۵۲ ۳ ۴ و ۱۲۱ 

۵ ۷ , ۳ ۳ ۸ و ۵ 


به‌فر ض آن که هر دسته از ۱ بدهند ۶ را پیابید ۰ 


۷ ۱ ۱ ۱ ۱۲ و و ۲ 
ِ 

۸ ۱ ۱ اف 
5 بت۸ ۶ و ۲۷ 

۱ ۱, ۳ 

۱ سلعء ,و۳ 

۱ ۷ ۱ 
جستته 4 سستت 
۱ ۳ 


۷ -مجموع حمله‌های تصاعد هندسی متناهی - تماعد هندسی متناهی را که 
دارای 11 حمله باشد در نظر می گیریم وجملهٌ اول آن را ۰ و حمله هام آن را و6 و قدر نسیت 
آن را و می‌نامیم. می‌خو اهیم مجموع جمله‌های اين تصاعد را حساب کنیم. اين مجموع را و 
می‌نامیم. 

چون جمل اول را ,4 نامیده‌ايم جمل ام مساوی است با 8-۱ < ۱ (چر۱؟) پس : 
او و( و1 ور( ۱( 
اگر دو طرف این تساوی را در و ضرب کنیم» حاصل می‌شود : 
و ۱و .۱91۱۲۷ و۱ عوده.. .۰ (۲) 
۷ ۱ 


و چون تساوی (۲) را عضو به‌عضو از تساوی (۱) کم کنیم » نتیجه می‌شود ۰ 
۱ ۲ - با رگ - 5 

و یا (0-- ۱6۱( - )0 

و چون در تصاعد هندسی قدر نسبت مخالف با ۱ فرض می‌شود ؛ 


این دستور وقتی یه کار می‌رودکه جملة اول یعنی ‏ و قدر نسبت یعنی 4 و عدهٌ جمله‌ها 
یعنی 12 در دست باشله. 

چون می‌دانیم که 0و4 ویا ارو 
پس می‌توان دستور فوق را به‌صورت زیر نوشت : 

بح و 

این دستور وقتی به کار می‌رود که حملهُ اول یعنی ,ا و جملة آخر تصاعد هندسی متناهی 

یعنی وا و قدرنسبت تصاعد یعنی 0 در دست باشد. 
طر ح مسائل مختلف در بارخ تصاعد هندسی - در هر تصاعد هندسی متناهي 

پنج مقدار مهم می‌توان در نظر گرفت که عبارتند از جملهٌ ادل (6۱) و قدر نسبت (4) و جمل 


آخر (ه]) و عدهُ جمله‌ها (0) و مجموع حمله‌ها (5) . در بین اين پنج مقدار دو رابطة زیر 
را ثابت کردیم : 


0 
(0[) سب ۹۹ 
۱-۹ ور 


بنابر این هرگاه سه مقدار قابل قبول از مقادیر فوق در دست باشد » عموماً می‌توان با 
استفاده از دستورهای فوق دو مقدار دیگر را از رویآنها حساب کرد (9 باید هميشه عدد صحیح 


و مثبت باشد), 


تمرین 


۲ ۱ ۱ ۷ وا و ۷- << ۴ ۵ <<-1] 2 ۱ و م٩۵‏ 


۱ ِ ۱ ۱ 
۳ ستعیا و برصرا و محلا. . . «. . و و5 
۱ 2 
۱ و . ۳ ۱ 
۴ و02 و سح و ۲۷۷۳۰عدوگ . « .او وا 
۵ ۱ مه ۳9 و ۳ و تن , 0 و و5 
۱ ۸۱ ۱ ۳ 3 


4-.محموع حمله‌های تصاعد هندسی نزولي نامتناهی. . - 
الف - مثال - تصاعد هندسی امتناهی زیر را در نظر می‌گیریم : 
۱ 9 ۱ ۱ !۱ 
و مر ۶« و و و۱ 

در این تصاعد ابا و و » پس مطابق با آنچه در شماره ۸ گفتیم ۳ 
حمله از این تصاعد عبارت است از : 


۰ 4 4 


۳۳۹ ۱ "7 
9 ۱ ۳ یس ۱*۱ _ (۱۱-0۳ 


بت 9 
سل ٩‏ 


۱ ستت تست نت ٩‏ 


۲ 5 
< سس سا و ]و 
از روی تساوی سورد بسچ دیده می‌شود که : 
0 هر چه باشد مجموع حمله‌های تصاعد مفروض هميشه کوچکتر از ۲ است. 
اکنون به‌ازای چند مقدار 10 مقدار و5 را حساب می کنيم ؛ 
۵ ۶۱۵ 1 امس ۲ ر٩‏ 


۱ ۷ ۱-۱۹۵۳( سر 
۹ ۷ ۷( ۷ و5۱ 
۱ ۱ 
5 رب 
از مشاهده و دقت در مقادیر فوق معلوم می‌شود .که هر چه عده حمله‌ها یعنی ۸ از کر 
باشد مجموع م5 به عدد ۲ نزدیکتر است. به‌عبارت دیگر : هر چه 9 بزرگتر 0 
۱ ۳ ۳۹ ۱ ۱ ۰ 
کوچکتر می‌شود و مقدار برق یعنی ۱-*(س) - ۷ بد عدد ۲ نزدیکتر می‌گردد. 


۷۴ 


پاث اصطلاح و فرمول حجدید 


دقنی علٌجمله‌هار! حیلی‌خیلی زیاد (هر قدر زیاد بخراهیم) اختیار کنیم؛ 5 ۰ یعنی ات 
حملات از عدد ۲ کوچکتر باقی می‌ما ند در اینجا امطلاعاً کفته مي‌شود : 
حد مجموع جملات وقتی عد؛ٌ جملات خیلی خیلی زیاد (بی‌نهایت زیاد) شود برابر ۲ 


می گر دد . 
در تمام تصاعدهای هندسس ی که در آنها داشته باشیم : 
>> >> 0 
ا بت می‌شود که مجمو غ جملات وقتی عدهٌ جملات يعني 1 بی‌نهایت زیاد شود از دستود 
ز بر به دست می‌آید : ۱ ۱ 


0۳ فرش کنیم ول اه خط ۸9 (شکل ۷) مساری ۷ 
۷ و احد با شد. ۸1-۲ . 


۵ 
و ۳ 0 ۲۷ ۷ تب ۸ 


(شکل ش 


وسط پاره خط ۸ را نتطه ]۷ و وسط پاره خط 968 را : نقط ۷ و مقر 0 و 
وسط 01 را ۳ و وسط ۳18 را 42 می‌نامیم, در این صورت دازیم : 


۸۸2۱ م تال , سد 10 , ت0۳ , -۳0۵ 
۴ .۲ ۸ ۶" 


۶ ۲ 3 

و غیره . ۱ ۱ 
ات 0 رخا ۱۳ 
به وسیلة. ۰ تفت کت یه تست خی ۱ 


نشان داده مي‌شود, ‏ 
اک در فوق تقسیمات را ادامه دهیم» مجموع پاره خطهای فوق را یت نی 
می‌توانیم به ۵8 نزديك کنیم ولی هرگز اين مجموع درست مساوی با ۸ نمی‌شود. 


۷۵ 


۱ )۱ ۱ ۱ 
بااعاات د 4 ۰ كِ سس سس اس تست تست 
بهعبارت دیگر مجموع : ...وا ۱ 
را هرقدر بخواهيم می‌توانیم به‌عدد ۲ نزديك کنيم ولی هرقدر هم عدهٌ جمله‌ها را زیاد انتخاب 
کنیم هر گز این مجموع به ۲ نمی‌رسد. ۱ 


هه 
؟ ۲۷ ۰ ٩‏ ۳ 


را وقتی که عد جمله‌ها بی‌نهایت بزرگ شود حساب کنیم. 


۱ 3 ۰ 
قدر نسبت این تصاعد (س) و قدر مطلق این قدرنسبت کوچکتر از ۱ است » پس : 


ه ۱ محاستةً کسر متءارفی مولد يك بسط دهگانی 

در. کتاب دیا ضبات سوم راهنمای قَضیهٌ زیر را بیان کردیم : 

«هر بسط دحگانی متناوب را می‌توان پسط دهگانی يك عدد گویا دانست ,» 

اکنون می‌خواهیم با استفاده از حد مجمو 3 حمله‌های تصاعد هندسی کسر متعارفی مولد 
لك بسط دهگانی را حساب‌کنيم. 

مثال - می‌خواهبم کسری متعارفی بياييم که اگر صورت آن را بر مخر جش تقسیم کنیم» 
بسط دهگانی متناوب ۳,۲۶ حاصل شود. 

بسط دهگانی مفروض را می‌توآن چنین نوشت : 

یه 


۳1 و ۳۳ ۰ ۳۹ ۰ ح ۳۹ ۰ ۳ 
آن سل و جمل اول آن سس است . جون قدر نسبت این تصاعد کو چکتر از يك است» سس 
ج ج تن ج 5 : 


حد مجموع حمله‌های آن عبارت است از : 


۲۲ 

ات ی 

۳۳۰ ۹۳ 
۱ ۰ ۵ 


۷ 


۱ ۱ ِ ۷ ۱ مست 
می‌دانيم که کت متعارفی ۳ ۳ عوند بسط دهگانی ۳/۳۴ مي‌نامند . 


تمرین 


مجموع حمله‌های کدام يك از تصاعدهای هنده‌ی زیر حد دارد؟ در صوری که این حل 
موجود باشد » آن را حساب کنید. 


۰ و ۴ و ۶ و 4 
و۱ و ۱۲ 
۰ و ۲۷۷ و ۳۶-- و ۴۸ 
۰ و ۴/۸۶ و ۵,۴ و ۶ 
6 
و 


" 
۷۵ ۲۲ و ۵ 


مس کت هب مج 


۶ ۱ ۱ اه 
۱ ۳ ۱ 
۷ ی 
۱ ۱ ۳ ۱ 

۸ ۹ و مخ و ۸ و ی ۱۳ 

۳۲ 
٩‏ تست 
۱۰ مه و ۰94 و وه و ۴و 


۱ 


شان دشید که مجموع جمله‌های هريك از دو تصاعد هندسی زیر به سمت یك حد 


۳ 5 
با و ۶ 


۷۹: 


۷ ۷ 
و جع 9 ۸ 3 ۷ 


۷۲ تصاعدی هندسی معین کنید که حمله او آن ۱۸ و حد مجموع حمله‌های آن ۵۴ 
پاشد . 5 
۴ تصاعدی هندسی تعیین کنید که جملهٌ دوم آن ۵ و احد مجموع جمله‌های آن ۲۶ 
باشد . ۱ ۱ 


کسر متعارفی مول هر يك از بسطهای دهگانی زیر را حساب کنید : 


۰/۱7 ۱ ۱ ۵ ۱ 9/۳ ۱ ۱۴ 
۰/۳ ۷۸ 5 ۱۷ . ._._-_ ۳ ۷ ۳ 
۷۲ ۱ 5 1" ۱/۳۷ ۱ ۸ 
۰۱۹۸۱ " ۱/۳22 ۲۰ 


مسائل مختلف در بارخ بخش دوم 


تصاعد حسابی 
ات مجموع هی عدهایی را که در جدول ضرب اعداد از وت ۱۶ و 
کنید . ۱ 
۷ يك ساعت دیواری طوری ساخته شده که علاوه بر آق که در سر هر ساعت به‌تعداد 
همان ساعت زنگ می‌زند (مخلا در سر ساعت ۳ مه بار و در سر ساعت ۴ چهار بار) در رأس 
هر نیمساعت نیز يك بار زنگ می‌زند (مثلا در ساعتهای نیم » يك و نیم » دو و نیم). تعیین 
9 ات يك شبانه روز چند بار زنگ خواهد زد . 
ب مجموع عددهای فرد بزر گتر از »ه) و کوچکتر از هه را خسانت کید 
۴ نسم عدد ۳ راکه بزر گتر از ۲ و کوچکتر از ۱۵۱ هستند حساب‌کنید, 


۷۸ 


۵- مجموع مضر بهای عدد ۱۱ از ۱۰ تا »۱۱۰ (و خود ۱۱۰) را حساب کنید. 

و سه عدد بيابید که تشکیل يك تصاعد متناهی حسابی دهند و مجموع آنها ۲۱ و 
مجموع مر بعانشان ۶۵ باشد . 

۷- سه عدد بيابید که تشکیل تصاعد حسابی متناهی دهند و مجموعشان ۳4 و حاصل 
ضر بشان ۲۰۸۰ باشد. ۱ 

۸- يك تصاعد حسایی متناهی پنج جمله دارد و مجموع جمله‌های آن ۵ و مجموع 
مربعات جمله‌های آن ۱۱۶۵ است ؛ این تصاعد را مشخص کنید, 

٩‏ با استناده ار دستور مجموع 0 جمله از تصاعد هندسی می‌توان درستی بعضی از 
اتحادها را ثابت کرد. 

مثال - اگر عدهٌ حمله‌های تصاعد هندسی دو و حملهٌ اول آن 0 باشد » داریم ؛ 

سروب )نومب 
و از آنجا اتحاد : (۲۱()۵۰-۱+-) ۲-۱ 
با همین روش درستی اتحادهای زیر را ثابت کنید. 


(«بدود او( ) - او 0 
زا و۲0 ۲و 0۸۱ (۱--0) ع ۱( 08 
۰ سه جمله متوالی از يك تصاعد هندسی بیابید که مجموعشان ۳۱ و حاصل‌ضر بشان 


۲۵ باشد . 
(راهنمایی - جملة وسط را و قدر نسبت را و بگیرید) 
اوساط اضلاع يك مربع به ضلع 0 را به هم وصل می‌کنيم تا مربع جدیدی تشکیل 
شود. سپس اوساط اضلاع مربع جدید 
را به‌هم وصل می‌کنیم تا مر بم‌دیگری 
حاصل شود و عمل را ادامه می‌دهيم 
(شکل وه 
اولا حد مجموع مساحتهای این 
مربعها را حساب کنید . 
انیا حد مجموع محیطهای این 
مر بعها را بیابید. 
۲ - اوساط اضلاع يك مثلث (شکل ه۸) 


۷۹ 


متساوی, الاضلاع را به‌هم وصل 
می‌کنیم تا مغلث متساوی‌الاضلاع 
جدپلای تشکیل شود. سپس اوساط 
اضلاع مثلث جدید را به هم وصل 
می‌کنيم تا مثلت دیگری پدید 
آید و این عمل را ادامه می‌دهیم 
(شکل ۸۱). 

اولا حد مجموع محیطهای این مثلثها راحساب کنید. 

انیا حد مچموع مساحتهای این مثلشها را بیا بید. 


۳ در دایره‌ای به‌شعاع دو 
1 ۱ 
دایر ‏ متماوی به شعا ۳ ۳ 
بر ِِ م می کنیم 
که با دایر؛ مفروض مماس داخل و با 
یکدیگر مماس خارح با شند , مچس درهريك 
از دایره‌های مرسوم همین عمل را انجام 
می‌دهيم و آن را تکر ار می کنيم(شکل ۸۲). : 
اولا ثابت‌کنید که مجموع محیطهای 
همه دایره‌هایی که دز این شکل دارای 
۴ مجموع مر بعات حمله‌های يك تصاعد هندسی متناهی ۳ خسمات کند. 
۵"- اس 0 ۰ 6۰ و 1 حمله‌دای متوالی يكث تصاعد هندسی دج ۱ درستی رابطة 
زير را ثابت کنید : ۱ ۱ ۱ 
۵ - 06-00 6(۲ - 9ا) 


لکار 


تار بخجچه اختر اع اگاریتم - کلمة لگادیتم از دو کلم یونانی 10905 که یکی از 
معانی آن «نسبت» است و 0۳1]۳0۲005 که به معنی «عدد» است تشکیل یافته , 

هدف اصلی از اختر اع لگاریتم ایجاد سهولت در محاسبات عددی بوده است. دراین بخش 
از کتاب حاضر خواهیم دید که تا چه اندازه به کار بردن لگاريتم موجب‌آسانی محاسبه می‌شود. 
گفته‌اند که اختر اع لخاریتم با کوتاه کردن زمال محاسبه عمر محاسبان را دو برابر کرده 
است ۰ ۱ 

یر ( 006۳ یا ۷0۳161 )ریاضی دان اسکاتلندی که ازه ۵۵ تا ۱۶۱۷ میلادی می‌زیست 

در مسال ۴ کتاب کوچکی به‌زبان دش متفر بناشت که فقو ان آن «شرح جدول شگفت- 
انگیز لکاریتمها» بود و به وسیله آن کتاب اختر اع لکاریتم را به‌معاصران خود اعلام داشت, 
پر برای تکمیل اختراع خود و نوشتن آن کتاب در حدود بیست سال کوشش مداوم به عمل 
آورد. انتشار کتاب مذ کور توجه دانشندان معاصر پر را به اهمیت اختر اع وی حلب کرد و 
يك سال پس‌از انتشار آن کتاب بریگز (عووذ۲۳ وحمع1؟) که در آن وان زر انگلستان معلم 
ریاضیات بود کار خود را رها کرد و به اسکاتلند نزد نپو رفت تا این اختراع مهم را به وی 

چون لگاریتمی که نپر اختراع کرده بود در مبنای دهکانی نبود (تعریف مبنا زا در فصل 
بعد خواهید دید) » بریگز به وی پيشنهاد کرد که حدولهای لگاریتمی بر اساس شمار دهگانی 
تهیه شود و پر این پيشنهاد را پدیرفت ولی عمرش بر ای انجام دادن این کار وفا نکرد. بعدا 
بریگز با همه نیروی خود مشغول تهیٌ جدول لگاریتم دهگانی شد و در سال ۱۶۲۴ لخستین 
حدول لکاریتمی دهخانی را منتشر ساخت و بعد ا دیگران کار او را تکمیل کردند, 

امروزه مفهوم لکاریتم را به آسانی از روی قوانين مر بوط به‌توانهای اعدادییان می کنیم 
ولی این از عجایب تاریخ ریاضیابت است که پر پیش از آن که توانهای اعداد مورد استعمال 
قرار گیرد لگاریتم را اختراع کرد. ۱ ۱ تثِ_ ۱ 


۸ 


فصل 
لگاریتم و خواص آن 
- تعریف لگازیتم - به‌جای آن‌که بگویيم ۱۰۲-۱۰۰ ؛ می‌گویيم « لگاریتم عدد 
۰ در پایة (یا در مبنای) ۱۰ مساوی است با ۲» و می‌نویسیم ؛ ۱ 
۱ 109,۱۷۲ 
همچنین به‌جای. آن که ۳ ۸ << ۳۲ > یات تیک ۱ در پایه ۳ مساوی 
است با ۴» و 9 
۴ 00۷۸۱ 
به‌طور کلی : 
اگر و عددی حقیقی وملبت و مخالف با یلد باشد و داشته باشیم : لول : نماگ بو 
" دا لگادیتم ع دد پايذ 10 می‌نامند و می‌نویسند : وماع ل . 
۱ ۱ ی 09 سس وچ ور ح لاز[ : : ۱و , +9611 
به عبارت دیگر : لگاریتم ‏ در پایٌ 9 عبارت است از عددی که باید ظ را به‌توان آن 
رسانید نا حاصل شود. 
دو تساوی ۲ص او و ۲< ایوما هم‌ارز یکدیگرند و يك معنی دارند . تفاوت آنها 
ِ در این است که اولی به صورت توان و دومی به صورت لگاریتم نوشته شده است. 
چند مثال 
۱ ۵ آن جحه <<« 109.۱۲۵ 


مب 0-۳ ۱ چه سح اه من وتا 


۳ 
۱ 
سب ۲ ۸ 
۲ (۴ع۶) 


مطابق با تعریف فوق هر عدد ‏ را که مثبت و مخالف با يك باشد می‌توان پایة (یا 
مبنای) لکاریتم گرفت . ینابر این دستگاههای لگاریتم مختلف می‌توان به‌وجود آورد . 

سوال - چرا پایة 0 را ننی‌توان مساوی با عدد يك اختیار کرد ؟ 

تبصره - اولا می‌دانيم که ا کر ی .ات ۱ 0 . 
بنابراین : » -< ۱ و00 


رک 


یعنی ۰ لگادیتم عدد ٩‏ در هر پایه‌ای عساوی با صفر است. 

ان مي‌دانيم که ۵۱-۵ بنابراین : ۱ وم 

یعنی ۰ لگادیتم پایه هميشه مساوی پا ۱ است . 

توحه کنید - همیشه باید به‌خاطر داشت که «لگاریتم» عبارت است از نمای يك توان که 


پایة آن 1 باشد . 


۴ 


تمرین 
هر يك از تساویهای زیر را به‌صورت لگاریتم بنویسید : 
۱ ۷2۹ ۲ ۴ حد ۴۳ 
ک 
۳ و ۱۰۴ ۱ ۴۳ ۱۶۲ 
ب از ات 
۵ 2-۲ ۸۲ ۶ سپ ۳ ۸ 
۲ 
۱ ۱ 
سستت سید ۲ سب ۳۹ سحت بت ۲" ۲۷ 
ِ ۵ ۳ 
/ 
5 7 حب ۲ و 
۱ ٍِ_ٍِِ ۳ ۱ ۵ ۵ ۱ ۱ 
هر يك از تساویهای زیر را به‌صورت توان بنویسید : ۱ 
۱ ۶-۲ ۱۲ اه ۰ ۱ وم 
ِ" نج ۱۳ ۱ج ۰ 10:۱ 
۳ هه ,0۲ ۶ ۳۲ 09] 
۲ 
۳ 
ط ۲ 9۷:9۱ ۲۰ ان 
هر يك از مقادیر زیر را حساب کنید : ۱ 
5 ۴ ۳ ۱ ۸ 09 
۳۳ 09۹ ۳۳ 5 اه« 
۵ ۵ 09 ۶ وه 
ی ۱ 109 ۸ . (۵۳), وه) 


«۳۷ ۳۰ ۱۱2۰۵ ۱ ۲۹ 


۳۱ (۱۰۰۰۲),,وها ۳۲ (۱۰۳),, چا 

۳۳ ۱ (*۱۰),,وما ۳۴ ۱ (٩0)ی‏ وما 

۱09 ۸ 5 ۳۶ 0۱۶ ۱ ۷۵ 

۱ ۱ ۱ . . . 

۳۷ ۱ ۱ ۵9 ۳۸ "يو 20 
۱ ۱ 

09 ۴۰ 09 ۱ ۵۹ 


در هر يك از تساویهای زیر يك حرف جانشین عدد مجهولی است. آن عدد را بيایید : 


۴۱ 2۲ 09۱۶ ۴۲ ۲-- << »,109 
۳ ۳ جد بای وا وف ۳-< ۴ ۶ 0] 
۵ 5 سر وا ۶ كت آلآی چما ‏ 
۴۱۷ 0۸۱ با ۸ - روما 
۴۹ یرود ۵۰ ار وا 


۲- لگاريتم دهگانی - دیدیم که هر عدد حقیقی مثبت به‌استذنای يك را می‌توان 
پایة لکاريتم اختیار کرد . مثلا در ریاضیات عالی باب لگاريتم را عددی کنگ موسوم به 0 
می‌گیر ند که اندازهُ تقر یبی آن ۲۸۷۱۸۲۸ است . این نوم لگاریتم را «لگاریتم طبیعی» یا 
«لگاریتم تس نت ۱ 

اما چون درعمل هم اعداد را در پا ۱۰ می‌نويسیم (شمار دهگانی) » برای محاسبات 
عددی پایذ لکاریتم را عدد ۰و می گیر ند و اين نوع لگاریتم را «لکاریتم دهگانی» می‌نامند . 
مطابق با تعریف کلی لگاریتم می‌توان گفت : ٍِِ 

کدی دهگانی هر عده حقیتی مثبت 6 عددي حقیقی است ماند ه که اگو ۱۰ د۱ به‌خوان 
دب برسا نیم عدد 0 حاصل شود. 


حون زاین کذاب فقط ای ین ن پایه که همیشه 
عدد ۰ است لزومی ندارد و وق ی می‌نویسیم وا متصود لگاریتم دمگانی ۵ است 


۵ 


۳- تناظر يك به بك ۳ و اگاریتمهای آنها -بهجدول زیر توجه ند 


اين جدول دو سطر دارد : ۱ 
سطر اول آن يك تصاعد هندسی نامتناهی است که یکی از حمله‌های آن عدد و (يك) و 
و تست ند ه ۱ است . 
سطر دوم يك تصاعد حسابی نامتناهی است‌که یکی ازجمله‌های آن ه (صفر) و قدرنسبت 
آن يك است ۱ ۱ ۱ 
هر يك ازجمله‌های تصاعد هندسی نظیر یکی از جمله‌های تصاعد حسابی است و برعکس. | 
حملهُ ‏ (يك) از تصاعد هندسی و جملهة ه (صفر) از تصاعد حسابی نظیر یکدیگر ند . 
مطابق با تعریف لگاریتم هر يك از جمله‌های تصاعد حسابی » لکاریتم دهگانی جملهُ 
نظیرش از تصاعد هندسی است. ۱ ۱ 
بنابر این :> لگاربتم دهگا نی هر توان صحیح نسبی از ۱۰ عدد صحیحی است نسپی. 
عن جه 0 -< ۵و ۰ ۳۶7 , 068۲ 
چند مثال 
۰ ۱و0ا جچه ات ۱ 
۳ هه ۵ ۱و0 چیه آه تست ه وه ۱ 
۴ ده ۱۰۰۰ هاچ که ۱ ۱۰۰۵ 
۲ سب حح هم وه جح 2۱۰۲ 9/۰۱ 
۳ سب ح هه وم دوم چچ :۱ 9/۰0۵۱ 
اکنون فرض کنیم که يین هر دوحملة متوالی ازتصاعد هندسی جدول و تعداد 2 و اسطة 
هندسی درج کرده با تیف ج به‌ این ترتیب يك تصاعد هندسی نامتناهی حدید به وحود ی 
همچنین فرض کنیم که بین هر دو جملهٌ متوالی از تصاعد حسابی همان جدول به همان تعداد. 
" 0 واسطة حسابی درح کرده باشیم, به این نرتیب يك تصاعد حسابی نامتناهی جدید به‌وجود 
می‌آید . 
مثلا اگر بين حمله‌های ۱۰۲ و ۱۵۳ یا ی جمله‌های 
نظیر آنها از تصاعد حسابی یعنی بین ۲ و. ۳ سه واسطه حسابی درج کنیم» با توجه ارو 
های ۱۰ از فصل ۱ و ۷ ار فصل ۲ بخش سوم » حاصل می‌شود : ۱ ۱ 


۳" 


۱ ۳ ۱ ۲ 0 ۱ 
و باز حمله‌های هر دو تصاعد عندسی و حسابی حدید نظیر یکدیگر ند و هر حمله از تصاعد 
حسابی لکاريتم حمله نفلیر خود از تصاعد هندسی است. 
بنابراين : لگادیتم هر توان گویایی از ۱۰ عددی است گویا . 


11 
عط س 0 ووا جح 7 » ات 0 


اکنون این سژال پیش می‌آید که لگاریتم اعدادی که توان‌گویایی از ۱۰ اتی شیت 3 , 

در مرحله پیشرفته‌تری از ات بات می کنند که هر عدد حفیتی مثبت (تعاق به 
مجموعة +) لکاریتمی دارد و بر عکس هر عدد حقيقي (متعلق به مجموعذ ) را می‌توان 
لگاريتم يك عددحقیقی مثبت دانست و به‌این ترتیب بین مجموعة عددهای حقیقی مثبت (+) 
و لگاریتمهایآنها (که متعلق به مجموعة 1۳ هستند) تناظر يك یه يك برقرار است, . 

در این کتاب ما به ذ کر مطالب زیر که درستی آنها را دست کم در پارٌ اعداد مندرج در 
جذول و می‌توان مشاهده کرد اکتفا می‌کنيم + 


(الف) - عدد صفر و عددهای منفی لکاریتم ندار ند . 
(ب) - لکاريتم عدد يك صفر است . 


(ج) 3 لگاریتم عددهایی که از يك بزرکترند مثبت است . 


(د) - لگاريتم عددهای مثبتی که از يك کوچکتر ند منفی است . 
(ه) - فقط لگاریتم توانهای صحیح عدد ۱۰ عددهای صحیح هستند . 
قاس 8 - 108۸ چه. 3 - ۸ 

(ز) - 0 حد وه جه ووها ح اووا 


خواص لگاریتم 
۴- آسانی محاسبه با به‌کار بردن لگاریتم نتیجة قضایای زیر است . زیر | خواهیم دیدکه ‏ 
به‌وسیلهٌ اين قضایا هر عمل به عمل آسانتری تبدیل می‌گردد: عمل ضرب به عمل جمع وعمل : 
تقسیم به عمل تفریق و عمل بهتوان رساندن به عمل ضرب و عمل ریشه گرفتن به عمل تقسیم : 
مبدل می‌شود . ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 


۸۲ 


۱ ۱ ۱ ۲ ۱ ۱ 
مثلا اگر بخواهیم 7۴| را حساب کنیم» قاعد ساده‌ای بر ای این کار نداریم؛ 
اما به‌وسیله لکاریتم پا کمال مهو لت مقدار آن ر که ۷۲ ۸۳۶ ۰ است به دست می‌آوریم ۴ 
(قضایای زیر را در موزد لکاریتم دمگانی ثابت می کنيم ولی هر استدلال کلی است و ۱ 
می‌توان آن را دز بارُ لگاریتمهایی که در پایه‌های دیگر هستند تکرار کرد .) 
۸- قضید ۱- اگار ینم حاصل‌ضرب چند عدق مساوی است با محموع اکار بتمهای آن 
اعداد . ۱ 
برهان - اگرداشته‌باشيم: ۰ ۱ سر و ۱0۷7( نتیجه می‌شود که ۱۰۳۴۷ - لک( ۸؛ 
و نظر به‌تعریف لگاریتم داریم: ۸ومات: و (آچما تن و (3 < ۸)وما ک نز ؛ بنایراين : 
ور + ۸ وم (3 < ۸ ) وم 
۱ این قاعده کلی است و با همین استدلال معلوم می‌شود که : 
۱ ۰ | (۱) 
۱ و قضیه ۷۲ تگاریتم نست د9 عده مساوی است با لگاريتم صورت منهای 
3 تکار چم مخرج . ث ۱ 
برهان ۳ داشته بت ۱ می‌توان نوشت. 0 3 <- ۸ ؛ ونظر به‌قضیة ۱ 
داریم : 5 0و + ثآپدا -< ۸ وما 
بنابر این : ۱ ۱ وم - ۸۵ وما- (وما ۳0( 
۱ قصیه ۳- تکار یتم توان دام هر عدد مساوی است با لگاريتم آن عدد ضرب 


در 1 ۰ 


پرهان - اگرداشته باشیم:؛ 2 بعنی و 6 می‌تو ان نوشت* تب 


> یعنی ۱ج ۸٩‏ وه ؛ بتابر آین 


۹۹999 


)۳( 

- قضیة ۴- لگاریتم ريثة ورام هر عدد مساوی است با اگاریتم آن عدد تقسیم 
و هه ۱ ۱ ۱ 
و یا نظر به قضیة قبل ۸وما-0وها 0 بتابر این : 
گر ۳( 
- لیصره - در واقع قضایای ۲ و ۳ و ۴ نتیجاٌ قضیهٌ اصلی (۱) هستند. 


تمرین 


با توجه به مثالها هر يك از لکاریتمهای زر را به صورت حاصل جمع جبری چند 
لکاریتم یا حاصل ضرب يك عدد در يك لگاریتم بنویسید : 


منال 
خوما ۳-۲ وما عد (۵ > ۳) و10 
۱۷ 
۱۷و10 ,07 
۷۲ << ۲ 10۲۱ 
۱ ۱ ۳ 
۱۱-0 ۱۵2۲ 
0 9 
۱ 09 ۲ 07 
0 9 
۳ 09۳ ۴۳ ۹ 
۱ 
3 ۲ 
۵ وا ۶ < 10 
0 ۷ 
۴ 


۳ 
7 7 7 ۱ ۳۲ 
۲ ۵ 46 
در صورتی که می‌دانیم : ۰ ۱ ۸۳۰ ۰ << ۲ ما و ۱ ت ۲ وا و ۵۱ ۰ عد 107۱۷ 
مقادیر زیر را حساپ کنید (بعضی ار حوابها ممکن است منفی باشد . آنها را به همان صورت 


معمولی بنویسید . مثلا ۰ سل ووا) 


09۹ 5 0۲۱۴ ٩ 
9۱ ها رل‎ ۱۱ 
0۳ ۰ ۱۴ ۱0۲ ۱۳ 
02۲۸ موم و‎ ۲ ۱۵ 
9/۳ ۸ 9۷۲ رز‎ 
ث_ِِ كِ‎ 2 ۳ 


اه 


۳ ۱ ۷ 
۸ ۲" ش | ود 


۳۱ 
۴ مسسس. 
‌ رت ِ )7 
۱ 
۴۹ ۱ ب ۱۲۷ 
۲۵ ۳ )وه م5 ۱ 
۳۳۲ س 
۳ 
۳ 
: ۳۴ 
۳۷ شید رها ۲۸ 2 ۳ 
۷۳ ۸ 


۰ ۱- مقس و مانتیس - نتم که لگاریتم اعدادی که به صورت ۱۰18 هستند 17 
عددی است صحیح مثبت يا منفی) عدد صحیح 10 است. اما لگاریتم سایر اعداد عدد صحیح نیست 
پلکه عددی است که يك قسمت صحیح و يك حزء اعشاری دارد . 

و نیز گفتيم که لگاریتم اعداد بزرگتر از يك مثبت است و لگاریتم اعدادی که مثبت ولی 
کوچکتر از يك هستند منفی است. ۱ 

بر ای سهولت محاسبه هميشه لگاریتمهای منفی را طوری می‌نویسند که جزه اعشاری 
آنها مثبت و فقط جزم صحیح آنها منفی باشد , ۱ 

اگر لکاریتم مثبت باشد» تصرفی در آن نمی‌کنیم . زیر | اگر مثلا داشته باشیم : 

۷۲ -<- ۱0۸ 
می‌توانل نوشت : ۳۸-۰۸۴۱۸۲۰7 ۵ وا 
و جزع اعشاری و قسمت صحیح لگاریتم هر دو مثبت هستند, 
اما اگر لگاریتم منفی باشد و مثلا داشته باشیم + 
۱ ۱ -- - ( و10 
می‌توان نوشت : ۱ ۱ -- ن -- د (أوا 
برای آن که جزء اعشاری را مثبت کنیم يك واحد به‌طرف راست تساوی بالا می‌افزاییم 
و يك واحذ از آن کم می‌کنيم : ۱ 
۱ ۱-۷۱ ۱- ن -- عد (]0] 

0 ۱ ۱۷۲۹+ و - (آوه) 

به این ترتیب قسمت صحیح لگاریتم منفی و حز و اعشاری‌آن مثبت می‌شود ؛ عدد فوی 
را چنین مي‌نویسیم : ۱ 


5 ۹ ۶« خ[وما 


این طرز نوشتن ن نشان می‌دهد که فقط قسمت صحیح لگاریتم منفی است و جزء اعشاری 
آن اهنت تن ۱ ۱ 

بنابراین لکاریتم اعداد بزرگتر از يك مر کب است از يك قسمت صحیح مثبت و يك 
جزه اعشاری مثبت - در حالی که لگاریتم اعداد مثبت کوچکتر ازيك مرکب است از يك قسمت 
صحیح منفی و يك جزه اعشاری مثبت , 

با این قرارداد می‌تزان گفت که 


لگاریتم هرعدد ‏ اعم‌از مثبت یا منفی » عبارت است از مچمو ع : 


اولا يك قسمت صحیح مثبت یا منفی که آن را مفسو لگاریتم می‌نامند (مفسر در اینجا 
یعنی بیان کنندة قسمت صحیح لگاریتم) . 

انیا يك جزء اعشاری که همواره مثبت و کوچکنو از واحد است و آن را مانتیسی لگاریتج 
مي نامند , ۱ 

کلمة مانتیس لاتینی است و مشتق است ار 10017060 یعنی «نگاه می‌دارم» ومعنی اصلی 
هه رن اقنت 


"تمرین . 

هر يك از اعداد زیر را قسمی بنویسید که جزء اعشاری آنها مثبت باشد ۰ 

مثال ۱۳۷۲۹ ۴-- 

۱ ۱ ۸۷۲ ۳- ۲ ۱ ۷« 
۳ ۳ بت ۴ ۱ ۷/۰۳۴ 
۵ ۷۲ س ور واتس 
۷ ۹ سب ۸ ۱ سس 


۱ خاصیت اصلی مانتیس اگاریتم س قضیه م هرگاه عددی را در یکی 
از توانهای عدن ده رب و يا بر یکی از توا عده ده سيم کنيم ؛ مانتیین اگاریتم آن 
عدد تغییر ثم ی کند. . ۱ 

برهان - فرض کنیم ۲۱۲۷۸ ۸وما و بخواهيم با استفاده از آن لگاریتم ۸۱۰۴ 
ینب بووین 
۱ ۳ وما 1 ۸ وما -- (۰۳ ۱ 0۲)۸) (قضیة ۱ شمار؛ ۵) 


۹1 


| 


و یا ۸۱۲۷۸۰۸۲۵ ۲ (۱۰۳ < ۸)وما (قضیهٌ ۳ شمار؛ ب) 
۱ چنان که ملاحظه می‌شود با افزودن عدد صحیح ۲ بر ۸ وا حزه اعشاری آن تغییر 
4 


2 
تااشت؟ -- ۸۵ چم حد 2 


0 -- ۸ وما حد 
می نوان نوشت : 
۸ . .۰ 
۷۸ 1( ۲ 7۲۸۱۲۷۸ م09 


اگر (--۲) مثبت باشد » مانتیس همان ۰/۱۲۷۸ است. ۱ 
اگر ۳ -- ۲) منفی باشد » بنابر قرار داد شماره ۱۰ باز مانتیس مثبت وهمان ۰/۱۲۷۸ 
بر زیر ۱ 
مثال - بعداً خواهیم دید که : 
۱ ۲۸ << 109۱۸۴ 
۳:۴۸( ۴ 109۱۸۴۰۰ 
۸۳۶۴۸۰« > ۱۸۴ 109۱ 
مانتیس هية این نکاریتمها یکی است و فقط فقط مفسر آنها با هم فرق دارد. 
۲ اسب و ه قعه طفا او که قضیهُ نوق فقط در صورتی دوس آبات: که فا 
اعماوعن ۳ 1 ۱ ۱ 
۱ و مقداز با ,۲/۱۲۷ را ۳۳ می‌شود ۲ - بات 


۱۳۷۸ زو سیم 


۳ نتیحد - ان کشت نیج می‌شود که برای محاسبة لاریتم اعدا می‌توان 


عسمست صحیه لا دم < ثِِ عشاری آن و حداگانه بح ی کرد ۹ 


۹ ی ما نیس لا رید اعد اد ژ‌ ! ات در جدولهای نگاریتمی ثبت کردهاند 
و دز اه امیتفاده "یر 03 جنولها را بعد | خواهیم آموخت. لیتیتتا صحید تن ار روعه " قاعد ه زیر 
۹ ۳ مت سب عبر اگاریتم اعداد 


الق -. ,ا#داد پزر کتر از يك) . اعدادی که ین ۱ و ۱۰ محصورند ؛ یعنی اعدادی که 


۹ 


قسمت صحیح آنها يك رقم دارد » لکاریتمشان بين لگاریتم ۱ و لگاریتم ۱۰ یعنی بین صفر و 
يك محصور است. پس مفسر لکاریتم آنها صفر است (زیرا تفت بين صفر و يك محصور 
باشد قسمت محیحش صفر است). 

مثلا مفسمر لگاریتم عدد ۲۸۸۷۳ صفر است. ‏ 

همچنین اعدادی که بین ۱۰ و ۱۰۰ محصورند » یعنی دی که تست ی ی ۱ 
دو رقم دارد » لگاریتشان ین ۱ و ۲ محصور است. پس مفسر لگاریتم آنها يك است 
مثلا مفسر لگاریتم عدد ۵۲,۳۲ يك است. ۱ 


به‌طور کلی اعدادی که بين ۱۰ و ۱۰۴۲۱ محصورند (0 عدد صحیع مثبت یا صفر )» َ" 


یعنی اعدادی که قسمت صحیح. آنها ۱ج رقم دارد » لگاریتمشان نف و 0-۱ محصور 
است ت . پس مفسرلگاریتم آنها ج است. 
مثلا مفسر لگازیتم عدد و ۴۷۷۳ عدد دو است. 
از آنچد گذشت قاعده زیر به‌دست می‌آید ۰ 
مفسر لگادیتم هر عدد که بزدگنو فتت ات است با ده ارقاء قسمت صعیح آن 
عدد مئماقی یثك واحد. ۱ ۱ 
لب (اعداد مثبت کوچکتر ز یش) اعداد محصور بین ۱ و ۱ره که در نوشتن آنها 
به‌صورت اعشاری فقط يك صفر در سمت چپ آنها به کار می‌رود ( صفر سمت چپ ممیز ). 
لگاریتمشان بین ‏ و- و صفر محصور است (زیر! ۱2 107۰ و ( و1 پس مقر 
لگاریتم آنها ۱ است (رجوع کنید به شماره ۱), . ۱ 
مثلا مفسر لگاریتم عدد ۸۵ عدد ۱- است, ۱ ِ 
همچنین اعداد محصور بین ۱,» و هرت که در نوشتن آنها به‌صورت اعشاری دوصفر ۱ ِ 


ق تتت چپ آنها به کار می‌رود لگاریتمشان بین منهای يك و منهای دو محصور است (زیر 2 ی 


90۲*۱۲۱ ۲ - ۰۱۲ ۰ وها) » پس مفسر لگاریتم آنها ٩‏ است. 
مقلا مفسر لگاریتم عدد ۸7۳« مساوی يا ۲- است. 9 ۱ 
به‌طور کلی لگاریتم اعداد محصوربین ۱,79 و ۱۵-۳۷۱ که در نوشتن آنها به صورش  .‏ 

اعشاری ج عفر در سمت چپ آنها ه کار می‌رود (صفر سمت چپ «میز لیز حساب شده است) . . 

مفسرشان 0 - است ۱ ۱ ۱ 
مثلا مضسر کارت عدد ۱۹۲« ۱ عدد ۴ است. 
از آنچه گذشت بِ به‌دست می آید : 
مفسر لگادیتم اعداد علست مثبت کوچکتر ازيك منفی است و مقداد ای از حبث قد مطل مسادی : 


است با عدد؟ ملیهایی که در مت چپ بجد و( شرط آن که چپ ممیز ۱ 


كِ 


لمرین 
مفسر لگاریتم هر يك از اعداد زیر را معین کنید : 
۱ ۷۵ ر ۵+۴« 
۳ ۴ ۵ ۰ ۴۰ ۱ ۴ ۷ 
۵ ۷۹۴۰ 2 ۱۵۷۶ 
۷ ۲۵۷۸ ۸ ۲۵/۷۸ 
۹ ۲۱/۵۷۸ ۱ ۷۰ ۱۹۷۸۰ 
٩٩‏ ۰/۸ ۱ 9/۰۸ 
۱۳ ۸ ۵۳ ۰ ۱۴ 9/۸۸۵ 
۱۵ وا ۱۶ ۱ ۷ ۰ 
۱۷ ۷ 5۹ ۷ |۰۸ 
۹ ۰*۱۷ ۷۰ ۱ ۷۷ ۰/۷ 
در صورتی که وعم۵, ۲ ۳۸۶پما » لگاریتم هر يك از اعداد زیر را كِ/ کنید : 
۰ وررب ‏ ۲۲ ۸۶ ۳ 
۳ ۰۳۸۶ ۳۴ ۰/۰۳۸۶ 
4۵ ۰/۳۸۶ م ۰ ۰ ۳۸۵ 
در صورتی که ۲/۶۷۶۷« ۳۷۵ ۰وما ء لگاریتم هر يك از اعداد زیر را حساب کنید ؛ 
۳۷ ۳۷۵ " ۲۸ ۳/۸۷۵ 
۳۹ ۰ ۰ ۵ ۳۷۵ ۳۰۰ ۸۵ |۸«: 
۳۱ ۳۷۵۰ ۳۷ ۰/۷۵ 


۵ ۱- تعیین مانتیس لگاریتم اعداد و به کار بردن جدول لگاريتم - جزه 
اعشاری لکاریتم اعداد محصور بين ۱۰۰و ۰ را که سه رقمی هستند با چهار رقم دهگانی 
یعنی تا يك ده‌هزارم واحد در جدولهای دو صفحه آخر این کتاب ثبت کرده‌ايم . چون در 
او با کر مانتیس لگاریتم اعداد با چهار رقم اعشاری ثبت شده است این جدولها را حدول 
۱ لکاریتمی چهار اعشاری می‌نامند. باید متوحه بود که اعداديی که در این حدولها ثبت شده‌اند 


مانتیس لکاریتمها هستند ولی از نوشتن مفسرها و گذاردن ممیز در آنها خودداری شده است. 


رن 


از اين جدو لها برای حل دو مسئلة زیر می‌توان استفاده کرد ۰ 
(الف) - عددق معلو است. می‌خواهيم جزه اعشادی بعني ما نتیس لگادیتم آن (۱ حساب 
کنیم . 


(ب) ت‌ لکادیتم غدذداي ععنوم ابیت , عی خواهیم ۹۹ عدد (۱ ماب کنیم ۰ 


۶ - حل مسئلة الف 
اولا - عدد مفروض حداکثر سه رقم داد (بدون در نظر گرفتن ممیز و صفرهای سمت 
راست عدن) 
مي‌دانيم (قضيه شماره ۱۱) که اگر عددی را در یکی از توانهای ده ضرب و یا بریکی 
از توانهای ده نقسیم کنیم مانتیس لگاریتم آن تغییر نخو اهد کرد. 
پس مثلا مانتیس لگاریتم اعداد عن و «ع۵ و عر و عوره و ههه‌ون و عخهره 
یکی است و مساويی است با مانتیس لگاریتم عدد سه رقمی ۵۶۰ . 
در جدول لگاریتم‌چهار رقمی» مانتیس لگاریتم اعداد سهرقمی‌ثبت‌شده‌است.دو رقم سمت‌چپ 
این اعداد (یعنی رقمهای صدگان و دهکان) را باید در ستونی که در بالای آن حرف ۷ نوشتد 
شده خواند و رقم سمت راست (رقم یکان) عدد را باید در سطر بالا یا سطر پایین جدول 
جستجو کرد . 
ضمناً باید به‌خاطر داشت که مفسر لکاریتم اعداد مطابق با قاعده‌ای‌که درشماره ۱۴ ذکر 
کردیم تعیین می‌شود . اينك چند مثال : 
مثال ۱ - محاسبه 107۱۴۵ 
می‌دانيم که مفسر لگاریتم این عدد ۲ است. برای تعیین مانتیس آن در ستونی که بالای 
آن حرف ۷ نوشته شده عدد ۱۴ وا مي‌يابيم و در سطری که عدد ۱۴ در نیت چتی: ۱۱ واقع 
است ازچپ به‌راست پیش می‌رويم تا به ستونی برسیم که در بالای‌آن رقم ۵ (رقم یکان ۱۴۵) 
ثبت شده است. در آنجا عدد ۱۴ را که مانتیس مطلوب است می‌يابيم . پس 
۶۴ , ۲ <- ۵۶۱۴۵ 
به همین ترتیپ معلوم می‌شود که : 
۴ , 7-2۳ ۰ ۴۵ 09۱) 
۴ ۵-2 10۲۱۴ 
۴ << 1۵۲۱۴۵۰۰۰ 
۴ / ۱ < ۸۱۴۵ ۰ دا 
۴ ۳ 2 ۰۰۱۴۵( ۰ وما 
۹۵ 


همه لکاریتمهای فوق دارای يك مانتیس هستند و فقط مفسرهای آنها با هم تفاوت دار ند 
(چرا ؟) 

مفال ۲ - محاسبة ۵ دا 

مفسر لکاریتم این عدد صفر است و مانتیس آن همان مانتیس لکاريتم عدد سه رقمی ۵۰۰ 
است . 

پس در ستون ۷ عدد هي را مي‌يابيم و در سطر هي به محادات ستونی که در بالای آن 
صفر قرار دارد مانتیس مطلوب را که ۶44۰ است مي‌يابيم ؛ بنابر این 


۰ << ۵ 09 
به همین طریق معلوم می‌شود که : 
۰ ۶ ۱ - ه خ ما 


۰ ع- ۵ 109۰ 
۰ ۳۶ عحت ه ه ۰ ۵ وم] 
۴/۹۰ ۱۰۰۰۵ 109۰ 
همه لکاریتمهای فوق دارای يك مانتیس هستند . 
ثانیا - عدد مفروض بیش از سه رقم دارد (بدون در نظر گرفتن ممیز و صفرهای سمت 
راست عدد). 
مثال ۳ - فرض کنیم که می‌خواهيم لگاریتم عدد ۸ ۱۵۱ را حساب کنیم . 
این عدد بین دو عدد ۱۵۱ و ۱۵۲ محصور است : 
۲ ۱۵۱ 
از طرف دیگر بنابر آنچه گذشت و مطایق با جدول لگاریتم داریم : 
۰ ۸ ۲ << ۵۱ ۱0۵۶۱ 
۱۸۸ ۲ << ۲ ۵ 109۱ 
تفاوت این دو لگاريتم که به تفادت جدولی موسوم است و آن را با حرف (1 نشان 
می‌دهیم عبارت است از ۰۰۲۸ , ۰ <ل(! . 
حال قبول می‌کنيم که وقتی عدد از ۱۵۱ تا ۱۵۲ تغییرمی‌کند تغییر لگاریتم آن متناسب 
با تغیبر خود عدد است. به عبارت دیگر قبول می کنیم که وقتی ِ به عدد و افزوده 


4 


شود ) 
۴ هش ۰/۰۰۲۸ 
به لگاریتم آن افزوده خواهد شد . پس : 


1۶ 


۴ 2 ۰۰۲۲۴( ۰ ۱۷۹۰ ۱۵2۱۵۱۱۸-۲ 
فتط چهار رتم اعشاری این عدد را نگاه می‌داريم و می‌نو یسیم : 
۲۳ 2۲ ۱۸ ۱09۱۵۱ 
اگر رقم پنجم اعشاری که آن را حذف کردیم ق یا ۶ یا ۷ یا پ یا ٩‏ بود رقم چهارم 
اعشاری را يگواحد زیاد می کردیم . ( گرد کردن اعداد ) 


اعمال فوق را چنین می‌نویسند ۰ 


0 ۰ ۲ ۰ 
۹۹ ۲۲۴ )1(- ۲۸( 
0۶29۱۹۵/۸ ۲۱ ۸/ ۲ 


مثال ۴ - محاسبهُ ۲۲۵۷۶ وما 
مفسر این نگاریتم عدد ۴ است و مانتبسآن مساوی است با مانتیس لکاریتم ۷۶ ۲۲۵+ 
۱ ۷ با تَ. ۷ 

اما مانتبس نظیر ۵ تدد ۳۵۲۲ و تناوت جدولی آن 2۱٩‏ (] است » پس باناه وه عدد 


۹ را به مانتیس فوق انبافه کنیم ۰ 


۳/۸۳ ۰ ۰ ۵ ۲ 09۲] 
(۱4-() ۱۴۴ ۷۶ 
۴*۱۴ ۱(<۷۶؛0:9 
در اینجا هم چهار رقم اعشاری لکاریتم را نگاه می‌داريم و می‌نویسیم 
۶ ۴ ۱۵2۲۲۵۷۶ 
مثال ۵ - محاسبه ۸۰۱۲۱۳ ۰و0 ۱ 
ی ات ی 2 ۱ ۰/۰ وا 
(۳۶<() ها ۳ 
۳/۸۳۸ ۰۳ 109۰ 


در اینجا هم چهار رقم اعشاری لگاریتم را نگاه می‌داريم و چون رقم پنجم اعشاری ۸ 
است پس از حذف کردن آن يك واحد به رقم بعدی یعنی ۸ می‌افزاييم می‌شود 
۰۹ ۱۰۱۲۱۳۰۰۲ ۱۵9۰ 
۷ حل مسئلةً ب - وتتی که لکار ینم عددی معلوم باشد و بخواهيم آن عدد را 
پیدا کنیم (اين عدد را معمولا «آنتی لکاریتم» یا «عدد ما به ازای» لگاریتم معلوم می‌نامند) 
دوحالت ممکن است رخ دهد ۱ 
اولا - مانتیس لگاریتم مفروض در جدول موحو است. 


1۷ 


مثال ۱ - محاسبة ۶ به فرض آن که ۳۸۸۷۶۸ ما 

در ستونهای مائتیس جدول عدد ۸۷۶۸ را می‌يابيم. اين مانتیس در سطری قرار دارد که 
در سمت چپ آن در ستون لا عدد ۵ نوشته شده و در ستونی قرار دارد که در بالای آن 
عدد ۳ نوشته شده است. پس عدد مه رفمی نظیر مانتبس ۷۶۸ عدد ۷۵۳ است. ازطرف دیگر 
چون مفسر لگاریتم مفروض ۳ است پس عدد مطلوب دارای چهار رقم می‌باشد یمنی : 

(۶ ۷۵۳ ۰ 

انیاً - مانتیس اگاریتم مفروض عیناً در جدول موجود نیست . 

مثال ۲- محاسبهٌ ‏ به فرض آن که ۲۸۶۹۵۷ پر وها 

درستو نهای مانتیس عدد 4۵۷و موجود نیست ولی دو عدد ۶۹۵۵و ۶4۶۴ راکه پیابی 
یکدیگر در حدول نوشته شده و مانتیس ۶4۵۷ محصور بینآنهاست مي‌ياييم که اولی نظیر عدد 

۶ و دومی نظیر عدد ۴۹۱۷ است . 

تفاوت بین دو مانتیس مذکو رکه در حدول موجود است ٩‏ -(] است. و تفاوت مانتیس 
کوچکتر با مانتیس مفروض عبارت است از ۲ ۵ ۵ ۶۹ - ۵۷ ۶٩‏ 

حال چنین می گویيم: اگر يك و احد به عدد ۹۶ اضافه شود به ماأنتبس لگاریتم آن ٩‏ 
ده هز ارم افز وده رد پس جه عددی باید به عدد مفروض افزود تا به‌مانتیس لگاریتم آن ۲ 
ده هزارم افزوده گردد . جواب ساست و عدد مطلوب عبارت است از ۸۲۲۲ ۴۹۶ . 

ابا مفسر لگاریتم مفروض ۷-- است پس باید دو صفر در سمت چپ عدد فوق قرار داد 


پس ۰ ۲ ۲۷ ٩۶‏ ۰۴ / ۰ << ۶ 
از عدد فوق فقط چهار رقم اعشاری غیر از صفر نگاه می‌داريم حاصل می‌شود : 
۴۶۲ << 
این عمل را چنین می‌نویسند : 
۷ ع ۲ ود 
1 ۶-۹۵۵ یمه 
۰۲| (9ع )0‏ ۲ ؟: 


مثال ۳ محاسبة ۷ به فرض آن که ۳۲۷۳ ۵« ۲ چها 
۳ ۵ -<- ۷ ۵7| 


۳۹۲ ۳۳۶۳ ۳" 
)(-۲۱( 0 
۵ ۱ ۰ ۰ ۷۷ 


٩ ۸‏ پم ج مه : و 


در اين مثال باید تس را حساب کنیم حاصل می‌شود ۰/۴۷ چون می‌خواهيم فقط چهار رقم 
نظیر مانتیس مفروض داشته باشیم و رقم دوم سمت راست ۴۷, ه رقم ۷ است به جای ۴۷, » 
می‌نویسیم ۵ مه . 
چون مفسر لگاریتم مفروض ۵ است عدد ۲ باید م رقم داشته باشد بنابراین دو صفر 
در سمت راست عدد حاصل یعنی ۲۱۲۵ می‌افز اييم حاصل می‌شود 
۲۰ -- با 


لگاريتم هر يك از اعداد زیر را ببایید : 


۱ ۱۳۴ ۳ ۴ ۱ 
۳ ۱۳/۴ ۳ ۱۳۴۰ 
۵ ۱۳۱9۹۹ ۶ ۰:۱۴ 
۷ ۰۴ ۰ ) ه ۸ ۳۵۶ 
۹ ۸۳۵۶ "۰ ۱۰ ه ه ه وخ ۳ 
۱۱ ۸۷۳ ۶ ۱ ۴۵ ,"۰ 
۱۳ ۶ 9۰ ۱۴ ۳۰۸ 
۵ ۸۰۰ ۱۶ ۸۰ 
۱۷ 3 ۸ ۱۸ 9/۰۵ 
۱۹ ۹۹۹ ۲۰ ۸( "۰ 

لکاریتم هر يك از اعداد زیر را حساب کنید : 
۳۹۱ ۵۶ ۲ ۳۲ ۳۸۴۵ 
۳۳ ۴۳۳۸۳ وش ۵88۱ 
۳۵ ۷«« ۷ ۶ ۰/۰۷۵۸ 
۳ پچ( ۲۸ ی 


ا تاق منم: ات یاج کی 


و 


اعدادی را که لگاريتم آنها ذر 
۳۹ و ۳ 


۳۹ ۷ ۳۱ 


۳۳ 
۳۵ 
۳۷ 
۳۹ 
۴۱ 


۵ ۷ 0۰۸ 
اب 
۰۸۵۳ ۳۳ 
۱/۶۰۸۹ 
۳/۳۰۹ 


۳۴ 
۳۶ 
۳۸ 
۳۰ 
2 


۳۸۳۹۷ 
۳۲" ۵ 
۰ , ٩۲ ۵ 
22 
۵ ۸ ۳ 


فصل 
محاسبات لکاربتمی و 
موارد استعمال‌آن 


1 - اعمال مر بوط به!گاريتم 

1- اعمال جمع و تفریق و ضرب و تقمنیم در بارة لگاریتمها مانند معمول انجام می گیرد 
مگر در صورتی که منسر بعضی از لکاریته‌ها منفی باشد. پیش از آن‌که به ذکر چگونگی‌این 
اعمال یپردازيم برای آن که عمل تفریق لگاریتمها را به عمل جمع تبدیل نماییم کلگاريتم را 
تعریف می کنیم . 

۲- کلگاريتم یت عدی - لگارينم عکس هر عدد را کلگادیتم آن عدد می‌نامند . 


+ , 
0۸- -- 10۸ -- ۱۵7-۱ > ۸ ومامه 
بنا بر این ۰ کلگا رینم هر عدد عبادت است 3۱ فرينة بکادیتم همان عدد . 
۳- طربقة نوشتن کلگاریتم - اولا فرض می کنیم ۸۳۷۸۵۲ وا باشد. پس ۰ 
۷۲ ۳-- << ۸ ومامه 
برای این که اين عدد را مانند لکاریتمها با جزه اعشاری مثبت بنویسیم چنین عمل 
می کنيم ‏ 


۸( ۸۷۸۵۲ ۰ سس ۱ ۱ ۳ - عب 2 ومآمه 
انیا هر گاه ۹ ۵۸ -< ۸ و0! باشد داریم : 

۹ ۰ - ۵ « ۸۵ ومامه 
و یا ۱ << ۰۱۸۷۹ ۴٩-۲)‏ عم ووآمه 


و از این رو قاعدهُ زیر به‌دست می‌آید , 


هر گاه يك و احد بر قسمت صحیح (مفسر ) لکاریتم عددی بیفز اييم و سپس علامت آن‌را ۱ 


تغییر دهیم , مفسر کلگاریتم آن عدد به دست می‌آید : و اگر مانتیس لگاريتم عددی را از يك 
واحد کم کنيم » مانتیس کلگاريتم آن عدد خاتا می‌شود. همین قاعده برای پیدا کردن لکاریتم 
يك عدد از روی کلگاریتم آن نیز به‌کار 


زود ۱ 
۴ مورد استعمال کلگاريتم - به‌وسیلة استعمال کلگاریتم می‌توان عمل تفریق 


۱ 


کردن يك لکاریتم را به عمل جمع تبدیل کر د ۰ لگاریتم هر کسر مساوی است با لخاریتم صورت 
آن به‌علاوء کلگاریتم مخرجش . 
مثال - اگر داشته باشیم بتک په جای آن که بنویسیم : 
00 - ون -- دأوها -1- ۷-1090 ۵7! 
می‌نویسیم : 
0 -- ۲ جواوه داوم ۱04 ۷ جوا 
و به اين تر تیب بر ای محاسبة وم) فقط يك عمل جمع لازم است. 


نمر ین 

کلگاربتم هر يك از "عداد زیر را حساب کنید ‏ 

۱ ۲۵ 1 ۱۳۰ 
۳/۷/۴۴ ۴ ۳۷ 
۵ ۵2۳ ۶ ۰7۱۱ 
۷ ۵/۶ ۸ ۷۳/۵ 
۹ ۸۳« ۰ ۱۰ و ۷۲ ۰ 
5 ۷ ۳ ۱ ۹ ۸ ۶۲ 
۱۳ #۲ وه 0 ۱۴ ۹ / ۰ 


۵- اعمال راح به اکاریتمهایی که مفسر آنها منفی است - اعمالی که باید 
در باره لگاریتمها انجام داد عبارت انست از جمع و ضرب در يك عدد صحیح مثیت و تقسیم 
بر يك عدد صحیح مثبت (با درنظر گرفتن کلگاریتم» چنان ده دیدیم » عمل تفریق مورد احتیاج 
و اقم نمی شود) , 

الف - جمع اگار یتمها 9 کاگاریتمها - مانتیسها را با هم جمم و واحدهای صحیح حاصل 
را که مثبت است با مجموع جبری مفسرها جمع مي کنیم : 

مثال ۱,۴۲۷ 

۱" (۳ 
۳ ۵ 
۲ ۸ ۷۲ 
۲۸ ۲ 


۱/۳۴۹ 


ب - صرب در يك عدد صحیح مثبت - عدد صحیح را مثل معمول در مانتبس ضرب 
گرده و احدهای صحیح حاصل راکه مثبت است با حاصل ضرب عدد درمفسر کمع جبری می کتیم. 

مثال : ۱ ۵۶ ۰ << ۳ ۷۸۴۱۵۷۲ 

ج - تقسیم بر يكك عدد صحیح مثبت - اگر مفسر مثبت باشد » عمل تقسیم مانند تقسیم 
معمولی انجام می‌گیرد . اما !گر مفسر منفی یاشد » آن قدر واحد منفی بر آن می‌افزايبم تا 
مفسر بر مقسو م علید قسمت پذیر شود وپرای آن که تغییر ی در خارح تست پیدا شود به‌هه‌ان 


انداره واحد مثیت بر مانتیس افزوده حاصل را بر موم علیه دقسمیم می کنیم 4 


منال : 
۵ : (۳۷۲۵۴۹ )۵ : ۷۲۵۴۹ 
۸ ع هس ۲ سس حد 
و پس از گرد کردن ۰« 
تمرین 


ال زیر را انجام دهید 
۳ ۸۸۲۷۶ ۱۴۷۵۳ ۲ 
۱۸ ۰۲۱۳۲۰۴۱۲۱۰۵ 
۱۳۱۲۹-1۲۳ ۳۴۷۲۵۰۷۲۲ 
۰۵ ۷/۰۷۸۹ 
۸ ۷/۱۳۹۳ 
۶ : ۵۱۳۲۴۷ 
۷ ۳۸۷۲۹۱ 


۶/۶۲۸۷ ۰ ۴ 


1[ ب محاسبه به وسیلة لگاریتم 

۶ درشماره‌های ۴ ۵۰ ۶۰ ۰ ۷و م فصل دوم همین بخش خواص لکاریتم و دستور- 
های مر بوط به آن را شرح دادیم . با استفاده از این دستورها می‌توان اعمال ضرب و تقسیم 
و به توان رساندن و ريشه گرفتن را به وسیله لگاريتم انجام داد. اينك چند مثال ۰ 


۷ سم صو لا محاسیة ۵ ۷ ۰ ۸ ۸۱۳ ۶ ۲ -- 01 


«۳ 


از دستور وم +۸ وم ۸.8 وم حاصل می‌شود : 
۵ ۸۱۳-۲۱۵۱۰ 0-09۲۶ و10 
۱ 7-۱ ۱۳ 10۲۶ 
۲ << 10۲۰1۸۱۵ 


۳ << و 


0 -<2۳1/۳9 


۸ ید از ۶ ۱۳۳۳ 

بارس تعسیی : ۰/۸۱۵ سح 

از دستور نوماه +۸ وما -- 10 - ۸ پها -- د 
حاصل می‌شود : 


۳ 
۵ وماه +۱۱۳4 1۵9۲۶ > خی سس پا - « وما 


۸ ۰ - ۸۱۵ ۰ نامه 


۹ -ح<- وم 
4- به‌توان رساندن - اسب ((وبره) <6 
از دستور ۸ م۲/0-- ,مها حاصل می‌شود : 


۵ ۷ ۵۰ << )و۵! 
۱ > ود 


ٍس : ۱ ۱ ۶ سح 0 وا 


۵ سه هت ۷-75 سب [) 


"۱ 
از دستور ۸ وس - و "|وه) حاصل می‌شود : 


۱/۵ ووا ع 8 ووا 


پس : ۲ -<- 1 وو! 


0 2-7 ۲ 


| - در مثالهای قبل اعمال ضرب و تقسیم و به توان رساندن و ريشه گرفتن را با 
استفاده از لگاریتم شرح دادیم , با استفاده ازخواص لکاریتم می‌تو ان محاسبهُ عبارات دیگری 
را که شامل دو یا چند عمل از اعمال فوق هستند ثیز انجام داد . 
۳ 1 مثال ۱ - محاسبه عبارت 
مس سین ۲ 
۶ (_ 
۲ (۳۴۱۳۷) 
بهتر است محاسیات را به طریق زیر بنویسیم ۰ 
دسنور .: 


۷ 1 ۸۱۷۲۱۶ هواس +۱۲( ۳۹وهاس نوا 


نس 


۳ 22۱ ۸۷۲۱۶ ۰ وا ۴ 7-7 ۹۸۱۲ 0۲۳) 


۱ 5 
0 ۷ ۷۱۶۵ ۸ 10 ۲۳ ۱۳۷ << ۹ 


۷۱ 2۲ ۱۳۷ ۲۴ 0109ه ۳۸۷۲ ۱۳۷ ۲۵۵۷۵9۲۴ 


۴ ۲ -< دوه 
۷۵ ۵ ۰ عح< 


یی ۱ ا بت 


۴ 
۷ ۳۷۳۱ > )۴/۸۶۳(۲ 


۳۳ مثال ۲- محاسبة عبارت 


۳ ۱ 
۳-۵۵0۳۷۱۳۱-۰۵۳ ۰ ۱۸۷۳ ۰ وماسم- ع- وا 


ِ ۱ 5 1 
ه ۱ << ۰ ۸۸۱۷۲ ه ون ۵ 7 ۰ ۰0/۸۷۳ 77109 


: بت ۱ 
۷۸ تت ۸۳۱ 107۳۷ ۵۰ 2 60109۳۷/۳۱ مه" 


۳۵۵/0۶۴ ۸۸۶۳ 2۳ ۳ 0۵۵۲۳۷ ۱۳۱-۲ ۲ 


۳۷۸ << وم 


۲ << ۷ 


۹ ۰ 10۲۴۱۸۶۳ 
۸ ۱ ۱۸۲۳ ۴ ۵۲اه 


ه۵ِ« ۱ 


تمردن 


مقدار هر يك از عبارات زیر را حساب کنید : 


۱۲ 


۱۴ 
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۵ ۳ ۷۶ ۳۸۱۳ 
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۳۱۳/۱۳ 
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)۲ ۷ ۲ 
۷۰۲ 
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) ۳/۸۶۲ 
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۷/۹۷ 
۷/۳ ۱۴ ۸ 


۳ 
۸/۳/۴۲ 

۷/۳ 
)۰ ۵۴۶۲۲ 


۳ 


۷۳۸۱۳۴ 


۳ 
۴۳ 


۷ 


۳۹ 


۳۳ 


9۶۸۰۳۷۳ ۴۵ ۲ 
۳۲ ۰۰ 6 ۳۹۲ 


۰ / ۰ ۰۴ ۱ ٩ ۵ 
۰۲۶۳۴ ۵ 


۰ / ۵۳۴ ۴۶ 
۳7۸۴۳۰ ۵ ۰ ۳۳۳ 


) ۰ ۰ ۳۴ 


۴۳۷ 
)۱۷ 7 ۵(۲ 


۰ ۲٩۷۳۱۸) ۵۶ (۲ 


۲ ۷ 
۳ 
7 
۱ 
۱/۶۰۲( 
21 
۲ 
۸۲۲ ۲۶) 
۳۷/۳ 
تم 
۱۳۰(۲) 


۱ 


)۴/۲۱۲( ۳ ۰۱۴۰۷۲ ۸ 


جر | <؟ 


)۲ ۸ ۶ ۷ 
ِ 
)0/۴۱۸(۲ 


5 ۵ 
۰۷ ۳ 9 كٍِِ ۶/۳۴۲ ۲) 
۷۴ 
۳ را اتب بت ۲ س ۰ ۲ /(۴۶۰۱/۳) 
۴/۰۱۵(۲) ۷ ۹۳7 


[1- معادلات توانی 
۳ ۱ تعربف س معادلة توانی معادله‌ای است که مجهول آن نمای يك توان باشد. 


مانند ۲۵ ۲ ۵ ۱ ۲ سح نا 7 ۲ ۱ ۵ << ۲ 
به‌طور کلی در معادله توانی طاح * اعداد ۵ و ظ باید مثبت و 0 باید مخالف با يك 
باشد (چرا ؟) 


گاهی می‌نوان معادلات نوانی را بدون استفاده از لکارینم حل کرد ولی دز حالت کلی 
برای حل معادلات توانی از لگاريتم استفاده می‌شود. اينك روش حل‌کردن این گونه معادلات 
را با ذکر چند مثال بیان می‌کنیم . 

۸ ۱ مثال ۱ - حل معادلهة ۱۲۵ ۵ 


می‌توان نوشت : ادلی پس ۳ و 

۶ | مثال ۲ - حل معادلة ۲ 7-۷ ۲ 

داريم : ۷۲۳۶۲٩‏ پس یات و او << 5 
۷ مثال ۳ حل معادلةٌ ۲۳ سح لا ۳ 


می‌توان نوشت ‏ همسددم ‏ پس 
۸ ۱ مثال ۴- حل معادلة ۴۶5۱۵ 
اين معادله را نمی‌توان مستقیما حل کرد. از دو طرف معادله لگاریتم می گيريم حاصل 


می‌شود : 
۵ << ۴ و۱۵ < 
مب 
۱ ۰ ۰3 ۵۰ 0۴ 
۷۴ - ۸۱۱۷۶۱ 109۱ 
۴ ۸ ۰ ع- ۸۶۰۲۱ ه ومامع : 
۷ ۰ << 109 
۳ ت ۶ 
۲ 99۵ ۱۵ 
جه کنید که مساوی پا سوم نیست ! 
نو 9۳ ۳ 


۱ # 


۲ ۳ " ۳ 
4 (- منال ۵- حل معادله ۳ 


داریم ۳ ۳ ۲ و۱0 << ۳ وا 
و از آنجا 


۹ ۳۰۱۰۱۵۲۲۹ ۳ومآمه 4 ۷۲و10 


سس تا ورگ رت هت مت وی 


نت ۷۸ ۰ 10۳ 
۲ تاش ار مه 
۳ ۷۷۱ ۰ 
۳ و۹ 
۵ ۲ تال ۶ حل معا د له و۱۳ 


چون مخرج را ار بين ببریم حاصل می‌شود . 
۱ ۲۸ ۲۰۲۰۱۲۵۲ ۱ 
این معادله بر حسپ ۲۲ از درجه دوم است . یعنی اگر ۲۶ را مجهول گرفته آن را ۲ 


بنامیم (*۲ << ۲) داریم : 


:ِ 
۵ 


هت ۳ ۱۲۵ ۲ ۷ 
ریشه‌های اين معادله ۷ حح ال و ۱۲۸ حد ۷۲۳۲ است , 


اما ریش م۳ - -- "9 یعنی ۳- - ۷۲۲ قایل قبول نیست (چرا ؟) 
ریش دیگر را می‌توان چنین نوشت . ۸ 7 ۲ ۲۷ 


معادلات زیر را تا کتیل ب 
۱ ۶ ت۲۶ 


۴۶ << ۶ ۲ 

۳ و ۳ ۳۵۵ 
۵ ۸۱ ۲ 7 ۳ ۶ ۵ << ۵*۲ 
۷ ۶ عد ۷ ۶ ۸ ۳ 
۹ ۳۱۹۸ ۰ .۰.۰ ۱/۶۴۳۵ ۲ ها 
۱۱ ۹ ۲ <- ۲ وا ۱ ۵ حه ۳۲۲۱ 


۱۳ 
۱۵ 


۱۶ 


۱۷ 
۱۸ 
۱۹ 


و۲ 


۳ (۱۱۲۴) ۱۴ ۶ << *(۱/۴۶) 
۲ د ۲ 1-۴ ۲+۷ 


۸ 
وب ۳۳-۳ ۳ 
۲+۱۷ ۱ 
(۲-۲۳)وما۲ ع< (- )ما 
۳۵ ۱ 
(ج"- ) پناحد ۱ - ۲/09۲ 


۴ وما ح (۲ ۱۷۱۲-۷-۱ -- )ما - (۱ -- 16۲) وا 


۱۰۹ 


بخش چهارم . 


هندسة تحلیلی 


فصل 
مختصات نقطه . 


(ومسائل مربوط بهآن) 


تعاربف مقدمانی ۱ 

۱- مجور - نك نمّطه شا روی خط راست نامحدود ۷ در دو حهت مختلف 
حرکت‌کند (از ایو به‌طرفی > یا از تد به‌طرف ) . اگر یکی از این دوجهت مثلا جهت از اید 
ب‌طرف 5 راجهت مثبت ودیگری دا جهت منفی‌بنامیم حطراست راز که بهاین‌ترتیب‌جهت گذاری 
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9۷ 
( . 
(شکل۱) 


شده است محود نامیده می‌شود (معمولا وقتی محور 25 افتی رسم شود "2 را در سمت چپ 
و ۶ را درسحت راست می‌نویسند). ۱ 

مجوز: خحط راست نامسدودی است‌که «وق ید جهت تیار کرده با شیم . 

جهت مثبت محور را معمولا به‌وسیلة يك‌پیکان» مانند شکل ۱ ء نشان می‌دهند. معمولا . 
روی هر محور نقطه ثابتی (مانند نطهُ 0 روی شکل ,( اختیار کرده آن را بدا می‌نامند تا 
بتوان وضم نقاط دیگر محور را نسبت به‌آن درنظر گرفت. 

برای آن‌ که برسانیم که نقطةٌ 0 مبد محور ۲ ۲ است می‌نویسیم : محور 20 . 

بآ تباظر بات به باتك بین اعداد حقیقی ونقاط باتك مجوز - برحسب قرارداد؛ 
و برای سهولت بیان» محود ید را افتی و جهت مثبت آن را از چپ به‌طرف راست اختیار 
می‌نماییم . 

مبدا 0 را نقطةٌ » (صفر)می‌ناميم و در سمت زاست مبدا 0 نقطهُ 1 را طوری می‌گيریم 
که اندازء پارمخط 01 مساوی با واحد طول باشد و نقطهُ [ را نقطه ۱ (یك) می‌نامیم واص ۱ 
زیر را می‌پديريم: 


۱۱۱ 


۱ (شکل ۲) 

نظیر هر عدد حفیفی چه گویا و چه‌گنگت) يك وفقط حثث تقطله دوگ محود عی‌توان یافت. 
و برعکسی هر نشطه که وی مجو( داقم باشد نظی يثك و فقط يك عدد حقيفیي است. 

نتاط نظیر عددهای صحیح نسبی متوالی (یعنی عضوهای مجموعه 72) روی محور به 
فاصله‌های متساوی قر ار دارند. مبدأً نظیر عدد صفر وئتَطه ] نظیر عدد ۱ است (شکل ۲).. 

می‌دانيم که نقاط نظیر عددهای گویا و برخی از عددهای گنک را می‌توان به وسيلهةٌ 
خط کش و پر گار روی محور معین کرد. مثلا درشکل ۳ نقطةٌ ۳ نظیر عدد گویای سك و در 
شکل عم ننطهُ 0 نظیر عدد گنک ۳ است ( چکونه این نقاط به‌دست آمده‌اند؟). 

۸۵ ۱ 


1 
۱ 
۱ 
۱ 


و 
۱ ی ا 0 
(شکل۲) (شکلع) 
تقاط نظیر عددهای گنگث دیگر را می‌توان به‌تقریب روی محور معین ساخت. 
نقاط نظیر عددهای حفیفی مثبت روی محور درطرف راست‌مبدا 0 و نقاط نظیر عددهای 
حقیقی منفی درطرف چپ میداً 4 و اقع هستند. برعکس هر نقطه که روی محوردرسمت راست‌مبدا 
0 باشد نظیر يك عدد حقیقی مثبت و هرنقطه که روی محور در طرف چپ مبداً 0 واقع باشد 


نظیر يك عدد حقیقی منفی است. ۱ 
۳ طول با درازای باك پاره خط - اگر بخواهیم اندازهٌ يك پاره‌خط مانند ۸8 
را برحسب پاره‌خط دیگری مانند لا که‌آن را و احد گرفته ايم تعیین کنیم» سه حالت رخ می‌دهد: 
الف - ممکن است پاره خط ل] (یعتی و احد طول) به وفعات صحیح » مثلا سه مرتبه در 
پاره‌خط ۸۸13 بکنجد (شکل‌ه). دراين صورت می گوييم که اندازهُ پاره خط ۸ مساوی با عدد 


صحیح ۳ است و می‌نویسیم: 


۸ 3 ۱ 


(۱ 


ب - ممکن است واحد ل] خودیه دقعات صحیح درپاره خط ۸13 نکنجد ولی مثلاا گرواحد 
[1 را به دوفسمن متساوی تقسیم کنیم ۰ یکی از آنها سه‌بار در ۸ یکنجد (شکلع) در این 
صورت می گویيم که طول پاره خط ۸13 مساوی است‌با عدد گویای نس ومی‌نويسيم ۰ 
0 ۱ 


تا 
8 ۸۵ 


(شکل ع) 
ج. اما ممکن است هرچه پاره خط ل] (یعنی و احد) را به پاره‌های کوچکتر تقسیم کنیم 
بازميچ‌يك از آنها به د فعات صحیح در ۸8 نگنجد . 
در اینجا این سژال پیش می‌آید که پس در این حالت اندازهُ طول پاره خط ۸9 چیست ؟ 
جواب این سوژال با دقت کردن در اصلی که در فوق ناد اش کر دیم معلوم می‌شود . 
درواقع ازاصل مد کور نتیجه می‌شود که : هرپاده خعط که دو سران برهم حنطبیق فباشند متناظر یا 
پثك عدد حقیفی عشست است . به‌عبارت دیگی, براي هریاده خط با شرط فوق یثك وفقط یلك عدد 
حقيفي مبت وجود دارد . ۱ 
بر ای روشن شدن این موضوع کافی است پاره خط ۸۵ (شکل ۷) را از دوطرف‌امتداد 
دهیم وخط راست‌جاصل را مور اختبار کنیم به قسمی که يك‌سر پاره خط ؛ مثلا نقطد ۸ مبدا 
آن وجهت از ۸ به طرف 9 جهت مثبت‌آن باشد و روی این محور و درجهت مثبت آنئفطُا 
را به فسمی که ل] ]۸ باشد نظیر نتطةٌ ۱ (يك) بگیریم . 


9 ۱ ۸۸ 
(شکل ) 

با آين مقدمات و اضح. است که بتا براصل مد کور هميشه نظیر نةَطه 8 يك و فتط يك 
عدد حفیقی ومثیت می‌توان یافت . 

این عدد حقیقی و مثبت را اندازةٌ طول یا به طور خلاصه طول پاره خط ۸ با 8۸ 
برحسب واحد ل] می نامتد . ۱ 

فاصلة دونقطه ۸ و 1 یعنی طول پاره حط خر _ 

اگر دو سر پاره خط برهم منطبق باشند » طول آن صفر است . 

توجه کنید - البته ولتی می‌توان ازيك عدد به‌نام طول يك‌پاده خط گفتگو کرد که یك 
پاده حط معین‌را به‌عنوان واحد طول‌انتخاب کرده‌باژيم , اگرواحد دا تغییر دهیم » واضح است 
که این‌عدد تغییر خواهد کرد. 


۱۱ 


ع - برذار واحدمحور - روی محور 2 (شکل ۸ ) نقطه‌ای‌مانند 0 را مبداً اختیار 
کر ده نقطهُ ] را روی* طوری می گیریم که طول ]0 مساوی با واحدطول وجهت 1 همان 


تس 
حهت مخت محور باشد, دراین صورت بردار [) را پردار وااحد محو( ۹4 می نامند و می‌گویند 


سس 


۲ 1 0 ات نت . 
0۵ 
اس 
( 1 بردارواحد محوز است) 
(شکل ۸ ) 


یه 
محور با بر دار 1 مدرح ۲۳ 
۱ 
۵ - انداز حری بردار روی پاك مجور - محور << و بردار ۸ را که با 
همر استاست (یعنی با ۶ مار یا ور آل فظت است )دز نظر می تن 
سح ِ 
تعر یف ب انداز؟ جبری برداد ۸3 که با عحود :2:۳2 همراستاست عددی است حفیقیکه فد« 
مطلش دب طورل چاده خط ۸۳ و علاعت ند مثبت یا عنفی است و کسب که ۳( ۸ با 
محور »6 دادای يلك جهت و یا ««خلاف جهت یکدیگر باشند. 
لس تسد ۲ 
اندازهٌ حبری پردار ۸8 را با علامت ۸۵ نشان می‌دهند. 
مثلا در شکل 4 داریم : 


۷ --[۸ و 1 <۳0 و مسبت 3 


(شکل ٩‏ ) 
به خصو ص همو اره می‌تو آن نوشت* ۸ - - ۸13 و یا ه -<- ۸13-113۸ 


توحه کنید ‏ مسه‌علامت قراردادی ۸1 و ۸ و ۸8 را نباید با هم اشتباه کرد 
8 با 3۸ یعنی طولپاره خط ۸ (عدد حقیقی مثبت) - گاهی برای آن‌که اشتباه پیش 


: ب چیه 
نیاید طول بردار ۸8 را با نماد |۸83] نشان می‌دهند. 


۱۱۴ 


مش خاش که متا آن ۸ و منتهای آن ] است ت (عنصر هندسی). 


یعنی انداز؛ جبری بردار ۸18 نسبت به‌يك محور (عدد حقیقی مثبت يا منفی‌یاصفر). 
تنصره - خاطر نشان می‌ کنيم که درتعریف فوق لازم نیست که حتماً بردار روی محور 
واقع باشد, هر برداری که بامحور ۳ موازی باشدمی‌توان اندازءٌ حبری آن‌را مطابق باتعریف 
فوق روی آن محور معین کرد. مثلا درشکل ٩‏ بردار ۳0 با محور *"* موازی است واندازه 
جبری آن روی 7 مساوی با ۳ است. 


طول یت نقط متعلق به محور - اگر نقطه‌ای مانند 81 (شکل ۱۰) 
روی محور 0*۶ وافع پاشد » عدد حقیقی 08 یعنی انداز جبری 0 را خفت يا طول 
نقطه ]۷ می‌نامند .۱ ۱ 
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(شکل ۱۰) 3 ۳۷ ۱ 0 


بنابر اصلی که درشماره ۲ همین فصل پذیر فتيم هر نقطه ازمحور دارای يك و فقط یك‌لول 
است و هرعدد حقیتی طول يك وفقط يك نقطه از محور است 

به عبارت دیگر وضع هر نقطه از محود به‌وسیل؛ طول آد مشخص می‌شود. پس اگر طول 
نمطه ۸ راه بناميم می‌توانیم به‌ حای آن که بگوییم «نتّطه ۸» بگوییم «عدد 0» و بر عکس ‏ 
به‌ حای آن که بگویيم «عدد 0» می‌توانيم بگوييم «نتطهُ ۰۸. به‌همین دلیل گاهی به‌حای آن که 
بگوییم «نقطه به‌طول 0 فقط می گوييم «نتطه ۷0 . ۱ 

گاهی طول نقطة ]3 را با نماد پر می‌نمایانند. 

اگر هم به‌نام نقطه یاج دشته ام و هم ول آنبزا آن که برسانيم که طولنقطة 
۸ عدد 0 است می‌نویسم ۰ (۸)۵ . 

طول مبداً صفر است و چون محور را افقی و جهت مثبت آن را از چپ به طرف راست 
فر ض تا ات ات بت نی ۳ یمان 


۱ توحه کنید: نقطه هندسی طولوعرض ندارد. این که‌در اینججا ازطول نقطهٌ ]۷[ گفتکوهی کنیم 
به اعتهار این است که1۷ را متعلق به‌محور فرش کرده‌ايم و نظیر هر نقطه ازمنعور يك عددحقیقی وجود 
داردکه آنرا اصطلاحاً طول آن هه می تا منوت همچنین #اس۳ه «طول .تفطه» را با اسطلاح «طول 
پاره خط» اشتباه کررد. ۱ 


۱۱۵ 


۱ ۱ ۲-- -ت (]() << و ۴ 
2 ۱ ۳۰ 
سب کر مسق 1 اقیسیر وی لیبق 
۸ 1 0 ۱ 9 
(شکل۱۱) 
2 مد 
اگر طول نقطه ]۷ متعلق به محور ۷ را ۶ و بردار واحد محور را 1 بنامیم » می تو آن 
نوکست ۰ بت 
1 ۷ --]۷() 


۷- تغییر ات‌طول بت نقطة متحرك ری محور- وقتی نقطةٌ متحر کی مانند6؟ 

محور ۳00 را درجهت مثبت یعنی از به‌طرف ‏ بپیماید », طول آن یعنی )پر هم . 
اعداد حقيقی را به‌ترتیب صعودی اختیار می‌کند, 
برای روشن شدن مطلب دونقطة (۳-)۸ و (12)4-1 (شکل ۱۲) راروی محورت0 9 
درنظرمی گیریم وملاحظه می‌کنیم که : 


ٍِ 
۵ ۰ ۱ ۲ ۳ ۷ 
۸۵ ۱ 98 

(شکل ۲ ۱) 
ار نقطة (*)1۷2 درسمت چپ نقَطة ۸ باشد » داریم- ۳ > 
 »‏ » برنقطهٌ ۸ منطبق . » 4 با عحد 36 
 »‏ ۰ بین تقاط ۸و۷ 1 4 > ب>۳-_- 
 » 6‏ برنقطه 13 منطبق 4 1 ۲ ۲( 
6 » درسمت‌راست‌نتطه9. » 6 ۱ ۷۲< ۷ 


می‌بينيم که تناظريك به یکی کهیین مجموعة نقاط محور 20 ومجموعةٌ اعدادحقیقی(18) 
موجود است و اگر از نقطهٌ (۸)0 در طرف راست لفط (13)0 دافع است. و اگر > » 
قطهٌ (0) ۸ درطرف جب نفطه (0)] قراد دارد . 

مثلا از ۳->ن -- انتيجه می‌شود که نقطةُ (ن -) در سمت چپ نقطة (۳-) واقع 
است . 


۸ - معنی‌قر اردادی دونماد + و مه- - وقتی نقطةُ ()۷۲ که محور ۶ 


مض 


را می‌پیماید از نتطه 0۵ بع: ی مبداً دورشود» قدرمطلق طول‌آن رفته رفته بی‌انداره بزر گ می‌شود 
و از هرعدد مثیت معلومی بزر گتر می گردد. دراین صورت می گویند که ۶ به سمت بی‌نهایت 

هیل‌می‌کند. بی‌نهایت را باعلامت مه می‌نمایانند, 

اکر ۱۵ درجهت مثبت محور دور شود ؛ می‌نویسند . 0ج با 

واگر ]1 درجهت منفی محور دور شود» می‌نویسند. ۵0 سس جب یز 

توجه کنید (و این مطلب بسیار مهم است) که علامت مه نام‌يك عدد حقیقی معین (هرقدر 
هم که بزرگ فرض شود) نیست. بلکه مقصود از این که می‌نويسيم مه« این است که قدر 
مطلق > از هرعدد حقیقی بزرگی بزرگتر است 

باتوجه به نکتُ فوق گاهی به جای آن که بنویسند 5-60 می‌نویسند مه سدع دراین 
صورت باید متوجه بود که علامت -< به جای علامت + به کار رفته است . 

٩‏ رابطة شال (مم01)) « اندازة جبری محموع هندسی دو بردار متوالی 
واقع بريك مجور مساوی است بامحموع اندازه‌های ری آن دو بردار. 

به عبارت دیگر ۰ اگر تقاط ۸ و و تا روی يك محور واقع باشند » از تساوی برداری 
۸6-۸846 تساوی جبری 2134-86 8۳ نتیجه می‌شود. 


رابط جبری ۸۱31-60 )۸ به رابطة شال معروف است . 
پرهان - برحسب اوضاع نسبی نقاط ۵ و 8 و 6 روی محور شش حالت ممکن است 
رح دهد (چرل ‌( ۱ 


نم 8 ۸ ۸ و9 ۵ 
)۱ ۲( 
۸۵ 0 98 ۳ ً ۸ 
(۳( (۴ 
و م۸ ‌ ۰ ۸۵ 2 
(۵) (۶) 
(شکل ۱۳) ۱ 
در حالت (۱) واضح است که 0 <4-130 ۸1 
وچون اعداد ۸ و ,)3 و ۸6 هرسه مثبت هستند پس می‌توان نوشت ۰ 
80*6 :۸۳ 
همچنین مثلا در حالت (ه) داریم » ۱ زد 9-4 


۱۱۲ 


وچود دو برداد 1967 ۲ 3 متقا بل یکدیگر ند همچنین ۸ و ۸ متقابل هم 


پس ۳ - وج و ۸6 - 68 نذا ۸61-۸8 - )وب 
۸-۲-۲ < )۸ 


تمرین - صحت رابطهُ شال را درهريك ازحالات دیکرشکل ۱۳ تحقیق کنید. 
» - چگوذگیی نوشتن رابطة شال بر ای سه نقطه وی سین 


روی يك محور واقم باشند » مثلا برای نوشتن تن اندازه جبری 3۳ کافی است ت نقَطه ۷[ را بین 


و ۲ قرار دهیم وبنویسیم : ت_ 
۰ ۱-۲۷۳ ۸ 
با ۰ سا 
تمرین - به فرض آن که ]۷ و ۷ و ۳ روی‌يك‌محور و اقع‌باشند هريك ازمقادیر ۳37 و 
18 و 3 و ۱۳ و ۳۳ را مطابق با رابطة شال بنویسید . ۱ 
۱ تنصوه - رابطة شال را در مورد سه نقطةٌ ۸ و ظ و ب) از يك محور می‌توان 


به شکل زیر نوشت : 
۱ » حد ۸) 0۷ -(۸۵ 
2+3 دیا +174 

۲- قصي اصلی . اندازة جبری بردار ی که بريك محور واقع باشد مساوی است 
باطول منتهای آن منهای طول مبدا آن . 

برهان - دو نقطة ۸ و ]۳ (شکل ۱۳۴) راروی محوری که مبدا آن‌نتطد 0 رتیت کیره 
و رابطه شال را در مورد سه نقطه ۸ و 8 و 0۵ می‌نويسيم (مثلا ۸ را بين ۵ و ظ قرار 
۷" 


می‌دهیم) : ۳ ۱ 
۱ 9 ۸۵ 0 
(شکل ۱۴) 
18 <- ۸13 0۸-1 
ویا 013-۸ > ۸13 
اگر طول نثاط ۸ و 98 را روی محور به بر ی و و و بنامیم یعنی ی : 0 و 
]0 رابطُ فوق به صورت زیر در می‌آید : 


و قصیه تابت است , 


۱۱۸ 


مثال - درشکل ۱۵ داریم: 1-۲ << و ۵ سل حدطا پس : 
۴+( +) -(۵() ع- ۸ 


9 ۸۵ 0 
(شکل ۱۵) 
همچنین درشکل ۱۶۰ داریم : ۱- << (]00) و ۲۳ << )6 بس: 
- <(۲۳-) - (۲-) 002 - 00 <([ز) 


0 0 0 
(شکل ۱۶) 


]1 - نتایج قصيدذٌ اصلی (شمار؛ ۱۲) 
۳ اندازة فاصلة دونقطه واقع بربك مجور ‏ دیدیم که اگر (۸)6 و (3۳0 
بر يك مجور واقع باشند داریم: ۱ 0- ]۸ 
پس طول‌پاره خط ۸13 یعنی فاصله دو نمَطه ۸ و 9 عبارت است از : 
اه - | 
۳ - ۸۵ 


مثلا درشکل ۵ ۱ داریم؛ 
وه -]-| ۲-010 


ودرشکل ع و داریم؛ 
۳ ۱ طول نقطة وسط یت پاره‌خط - اگر طولهای دو سر يك پاره‌خط واقم بر 
محور معلوم باشند» می‌توان طول نقظه وسط آن پاره‌خط را برحسب آنها حساب کرد. 
نقط وسط پاره‌خط ۸ (شکل ۱۷) راکه برمحور ۳ واقع است ]۷ .مي‌ناميم. واضح 
است که اندازه‌های جبری 838 و ]3 با هم مساویند یعنی داریم : ۱ 
7 ۸۱۲-۱ 
۱ ۲ 


اد ۳۷ ۸۵ 0 
(شکل ۱۷) 
و نظر به‌قفضیة اصلی (شمار؛ ۱5۲) می‌توان نوشت : 
۷۲ - 05 0/۸ - ]0 
و ازآنها 76 _ص__ 
9 - وج 


۱1۹ 


اگر طولهای نقاط ۸ و ظ را به‌تر تیب 0 و 0 پنامیم» حاصل می‌شود. 


یعئی ۰ حول وسط دك چا (هعط وادسع پر محو( مساوق است با نصف حجمو خ طو لها یی ده 


مثال 


0۸-۲ و 5-۳ پس : سس هط ](0 ی 
4 بت 
8 0 ۸۸ 

(شکل ۱۸) 


همچنین درشکل ۱٩‏ اگر ۷[ وسط ۸13 باشد دار یم : 


۷ 


4 


تمرین 


٩‏ - بهفر ض آن که ۵ و 19 و 6 سه‌نقطه از محور 1۳۶ و 0 مبداً این محور باشد ء با 
ترسیم شکل صحت تساویهای زیر و درهر يك از حالات اف و ب و ج تحقیق کنید: 


۸-08-0۸ , ۸00-0۸ و 63 ۸04 (ا۵ 


ژالفب) : 0۸2۴ و 9-۳ و ۷( 
(ب) : ۲س اعد ۸( و ۳۴ و 606-۶ 


رحج) : ۸-۳ و 0۳2-۲ و ۷-- << )0 

۲ - به‌فرض آن‌که ]۷[ و ۷ و ۴ سه نقطه از يك محور باشند» در هريك از حالات زیر 
اندازه حبری هريك از بردارهای و ۳ و ۳۱ ی 

(الف) : 0۷-۲ و سل و 0۳2-۷۸۳ 


۱۰ 


ب) ۰ ۱ 03۲-۷ 9 ۵ ع< 
(ج) : ۴- -<0 . و 0-۳ و ۲ 0۴ 


ت‌ 
ی 

۱ 

۱ 

سس 
ا2 ۱ 


۳ _ در هر يك از حالات زیر طول نتَط ]۷[ وسط پاره‌خط ۸ را که بر محور ۷۳0 


و اقم است حساب کنید ۰ 


(ب) : 0۸2-۵ وم 08-1۲ 


۴ - چهار نتطة ۸ و ظ و 6 و (1 روی يك محور واتم هستند . آیا همه رابطه‌های زیر 


هر يك از نساویهای فوق مطابق با چه قاعده‌ای نوشته شده است؟ 


"۵ - روی محور یو( یر دونتطة و و 8 را به‌طولهای 6 0 و و[ ]0 اختیار کرده 
طول هر 1 از نقاطی ر1 که پاره خط ۰ را به مبه قسمت مساوی تقسیم می کنند حساب کنید. 


راهنمایی - قاط مذ کور را مطابق با شکل ۲۲۰ و ۸ بنامید وملاحظه کنید که 


بل هل و بش و مثلا برد 0 1]] 
۳ "1 
۱ ۳ ۳۷ ۸۵ 0 


۶ - روی محور و( ۲ نقاط ۸ و 8 را به‌طولهای 08-۳ و ۴- « ]0 اختیار کرده 
طول هريك از نقاطی را که پاره خط ۸1 به‌وسیلة آنها به‌چهار قسمت متساوی نقسیم می‌شود 
ییات تب ۱ 

۷ - زوی‌محور 0 دو نقطهُ ۸ و 8 را به‌ترتیب به‌طولهای 0 و ظ اختیار کرده نقطه 
۷ را روی محور چنان مشخص‌کنید که رابطهُ ۰ ۷18 >< یز < ۸۸۸ برقرار باشد. 

1 عددی است حقیقی . 

( درصورتی که ۳- عد0 و ۱۰و و ۲۵ - مدع باشد » طول نقطة ۷ را حساب 
تیا : 

- چهار نقَطهُ ۸ و 8 و و 9 روی محوری واقم هستند و رابطة زیر برقرار است: 

۱ » ح 30 .(۸1 + .)۸ 

تحقیق کنید که طو لهای این چهارنتطه که آنها را به‌ترتیب 0 و و » و 4 می‌نامیم در " 
رابطه زیر صادق هستند. 

(۵-4-0) ۲ ع (9()6-0 -0) 

٩‏ - سه‌نتَطة ۸ و 8 و 6 روی محور 2:۳0 و اقم‌هستند. تحقیق کنید که رابطه ریردرست 
ی 


سس یت تسه 


](۸ < 1360 -1-0[3 < ۳۸-1-06 < ۸8  » 


۵ ۱ مجورهای مختصات. دریث 
صفحه دومحور 3/0 و ۷/0۲ (شکل ۷) را 
عمود برهم رسم کرده نقطهٌ 0 فصل مشترك 
آنهارا مبدأً مشتره هردومحور اختبارمی کنیم 


۱ ۳۳ 
و بردار واحد محور ۳ را [ و بردار واحد 


(شکل! ۲) ۷ 


وت 
محور ۷۳۲ را [ می‌نامیم. 
سس سس سس سس سس سس 
1 - مشتق از نام دکارت (۱(۵86۵۳)65) فیلسوف وریاضی‌دان ودانشم‌ند فرانسوی که از ۱۵۹۶ 


تا ۵۰ ۱ میلادی هیر یست. 


روا 


دسنگاه زترضا وب د6 د(نیي می نامند و و صح هر 
نوحله اژ صنفحه 05۲ ۱ جنان که خو اهیم دید 


شسست به این محو رها معین می کنند . صفیحه 


() صفحه مختصات نامیده مي‌شود., ۷ 
ممکن ۳ محورهسای مختصات بر هم 
عمود نباشند . همچنین لام نیست که طول ‏ (شکل ۲۲) 
بت چب ۱ 
بردارهای و احد ز و [ یکی باشد» بلکه می‌تو ان روی‌هر محور و احد مستقلی بر ای‌طول اختیار 
کرد (شکل۲۲) . 
تو حه کنید ب در این کتاب ها همواده محورهاق مخنصات را عمود بر هم می‌گبریم و رذگ 
هر دو محود یلك واحد مشتول برای انداژه‌گیری طولیا اخنبار مي‌کنيم . 
تو حه به‌مطلب فوق مهم است. زیرا بعضی از دستورهایی که ۳ به‌دست خواهیم آورد 
فقط درصورتی درست خواهند بود که شرایط فوق برقرار باشد. . 
بنابر اين» از اين به‌یعد هرجا از محورهای مختصات گفتگو کنیم بدون آن‌که احتیاج به 
۱ ۲ سوب 0 ۱ 
تذکار باشد قبول مي‌کنيم که ۰ ۰7ههد ۷ و 1 | -ا 1 ۱ مگر در صورتی که خلاف این 
امر را به‌صراحت نذ کر دهیم. 
۶ ۱.- مختصات بت نقطه از صفحه - نتطه ۷ را در صفحه مختصات ۷0۲ (شکل 
۳) اختیار کرده از آن عمودهای ۷۲۳ و ۷100 را به‌تر تیب برمحورهای ۳0 و 700۷ فرود 
می آوریم . / 
طلست 
اند ازه حبری بردار ۳( را روی‌مجور ۷ 
۱ 
"طول ننطه ]۷ و اند ازه حبری بردار ر)ر) زر ۱ 
روی مور ۷۳۷ عرضی لفَطهٌ ۷[ می‌نامند . 


طول نقطه را معمولا با حرف » نشان 
می‌دهند ]() < یر )ویر وعرض نقطه رامعمولا 
باحرف ۷ می‌نمایانند 00 لا < پا - 

گاهی نیز طول نقطه را ایکس نقطه و 
عرض آن‌را ایگرك نقطه می نامند. 


نقطه () مدا مختصات و محور ۹ محود طونیا (یا محور ها) و محور 20 «جوز 


۱۳۳ 


عرضها (یا محور لها) نامیده می‌شو ند. طول و عرض هر نتّطه را عختصات آن نله می‌نامند: 
۱ عرض نقطه ]۷ << (0() << ۲ 

اگر بخو اهند مثلائتطه ]۷ راکه طول آن۳ وعرض 

آن ۴ است نام ببر ند » می گویند»«نقطهٌ بهمختصات 


مختصات ]۸ (درشکل ۲۳) 


و -- » و دز مو قم نوشتن چنین می نو یسمند : 

(۴- ,۷1)۳ ؛ و گاهی نیز چنین می‌نویسند ۷ 
به‌طور کلی نقطه (۲,) یعنی نتطه‌ای که طول 

آن " و عرض آن7است ۱ بنابر این ی هر ۳۳۳ (۴س و ۳ات 0 


از صنحه به صورت يك جفت مرتب از اعداد حقیقی 
رکه مر شود که عطق تاه آلطول اقا نع ۷ 
سمت‌راست آل عرض نقطه است . (شکل ۲۴) 

نقطه (۴ -,ح۳) یعنی نقطه‌ای که طولش۳ وعرضش ۴ - است (شکل ۲۴). 

۷ یافتن نقطه‌ای که مختصاتش معلوم است - اگر مختصات يك نقطه یعنی 
طول آن ‏ وعرض آن ۷ معلوم باشد» برای یافتن آن نتطه» درصنح مختصات ؛روی محور 
نقطة ۳ را به طول ۶« خ- ۳() و روی محور ۷۳۲ نتطهٌ 0۵ را به عرض 20-۷ معین 
کرده از تقاط ] و 0 دو عمود به‌ترتیب بر 
و ۷۲ اخراج می کنیم تا یکدیگر 
را درنقطهٌ مطلوب قطغ کنند . بنابر این نظیر 
هر جفت مرتب از اعداد حقیقی مانند حشت 
مرتب (۲,) يك نقطه از صفحة مختصات 
به‌دست می‌اید . 

ممال - درشکل ۲۵ تقاط زیر نشان . 
9 شده‌اند ۰ 

(۸0۱,۲ و (۷,۳-)13 

(۲ )6 و( و ۱()۲ ۱ 2 

پ«ص«۳۳ (س هب (شحل ۲۵) 


۰ ۱۸ قبصوه - مختصات مبداً 0 عبارتند از ه سل و هد ۳ . 
هر نمقطه که روی محجور ۰ واقم باشد» عر صش صفر است و بر عخس هر نقطه که عر ضش 


۱ 


صفر باشد» روی محور ۰۳۶ قرار دارد. 

هر نقطه که روی محور ۲ ۲ واقع باشد ء 
طولش صفر است و برعکس هر نتعله که طولش 
صفر باشد » روی محور ۷۲" قر اردارد. 

محورهای مختصات صفحه را به چهار 
تاحبه نقسیم می‌کنند که حريك از آنها را يك 
دبع می‌نامند (شکل۷۲۶) , نقطه‌ای که در یکی 
ازاین چهار ربعم وافم باشد؛ در يك از مختصاتش 


دار ای علامت مشخصی هستند : 
هر نقطه که در ربع اول واقم باشد» طول وعرض آن هر دو مثبت هستند 
هر نقطه که در ربع دوم واقع باشد» طولش منفی وعرضش مثبت است. 
هر نقعله که در ربعم سوم واقع باشد» طول وعرضش هردو منفی هستند. 
هر نقطه که در ریم چهارم واقم باشد» طولش مثبت و عرضش منفی است. 
به‌طور خلاصه ۰ 


٩‏ تناظر بث به يت بین محموعة نقاط صفحه 9 محموعد حفتعای مر تب 
اعداد حقیقیی ۹1 از آنچه گذشت رده می‌شود که ۱ 

اولا نظیر هر نقطه مانند !۷ ازصفحه مختصات يك وفقط یك‌حفت مرتب (امه) ازاعداد 
حقبقی می‌توان یافت به‌قسمی که 0 طول آن و 9 عرض آن باشد (چگونه؟) . 

ات نظیر هر حفت مر تنب (ظ ,01) از اعد اد حفیفی و و فعط يك نعبه مانند ۷ | در ۷« 

مختصات می‌تو ان یاقت که طول آن ه و عرض آن ط باشد (جگونه؟). 

پنا بر این همان گونه که بین مجمو عه تقاط يك محور و محهو عه اعداد حقیغی يك تناتلر 
يك به‌يك موحود است 


۱۳۵ 


یس حجموعه نفاط صفحة مختصات و مجموعهٌ جفنهای عرثب اعداد حقبقی نیز ی فناظر 
دك به دك وجود دارد. 


به همین دلیل, است که به‌جای‌آن که بگویيم» «نقطه‌ای که طول آن 0 وعرض آن 1 است» 


م ی گویيم + نقطه (ظام0) . / 
۰ ۲ نمود ارهندسی مجموعه‌ای (۱, ۱) > با لور و-) 
از حفتهای مرتب - ار مجموعه‌ای از ۱ ۱ 


۱ 
1 
۱ 
۱ 
1 


نقاط نظیر آنهارا در صفعحه مختصات معین کنیم» (۱- ,)۵ ---1----(۱- :۱ ) 
نموداد آن مجموعه می‌نامند. ۱ ۱ 
زیت توا داز ۶ (شکل ۲۷ ) 
٩ )۱,۱((‏ را و۱) / (ت و۱ --) 7 (۱,۱--)) 
که اعضای آن چهار جفت مرتب است چهار رس يك مر بح است که در شکل ۲۷ نشان داده 


شده | ۳ 


و ۲- تغییر مىدا مختصات - انتقال محورهای مختصات - در صفح دو 
محود مخصات 0 د 90 ( شکل ۲۸ ) نقطه و 0۱ (0- .01 د و - 0[57) 
رادرنظر گر فته ازاین‌نقطه دو محود .2۱ و۲۷ را بتر تیب موازی ومتحدا لجهت با محودهای 
او بای 

اگر محورهای زار و ۷ب را با حفظ امتداد وجهنشان حر کت دهیم تا بترتیب بر محودهای 

۲ ۷ ۷۵ ۱ ۷ منطبق شوند و بالتیجه نقطةٌ "6 مبداً جدید مختصات اختبار شود » می‌گویند 

محورهای مختصات انتقال یافته‌اند . . ۱ 


( شکل ۲۸) 


۱۶ 


هر گاه دختصات افطه‌اي مانند ژ تست به +جو رای ۱ د ۷ ببتر تیب 2 60۳ و 


ب« > 00 ءختصات همان تمه سیت به محوره‌ای 0۸ و ۷۰۷ بترتیب ۸ - 0۳1 و 


۷ج 010 1 4 بای یمن را عاه بین ۲ و ۷ با و 1 ملا دوه می کن 


نیم که : 


ی 2 - 01 ب 4 


سب 
1 

کرد 
پچ 
۹ 


۱ 

۱ 
و از از ۱ ۱ 
از مومت ۷۲ | 
۱ 


۰۹_99 بح( 


نی طول هر نقطه در دستگاه جدید برابر است با طول همان نقطه در دستگاه 
فدیم منهای طول میدا جدید . 
مر ض در نقطه در دستگاه حسدید برابر است با عرض همان نقطه در دستگاه قدیم 


منهای عرض میدا جدید . 


تمرین 

۱- حی هریث ازنتاط زیر را درصفحهُ مختصات معین کنید: 
و ی 
زک و۲ ) و ره و روا و ( ۵۲/۷ 


۲ مجتصبات شم نك ار تفاطی ر | که رت معین ده تعییی رنه 


/ 


۳ - بدون رسم کردن شکل معین کنید که هر يك از نقاط زیر در کدام ریم از صفذ 
مختصات یا روی کدام محور واقع شده است؛ 
و(۷وت) و (۴سوا) و اس و۳-) و (قو۲) 
(۲-وه) و (عو۳) و (۱۸ ول۷) و (هوه 
۴ - نمودار هندسی مجموعه زیر را معین کنید: 
(زه.وت) و (۲- و؟۲) و (۲)۲,۲ 
۵ - به‌فرض آن‌که ,7 مجوعه عددهای صحیع نسبی باشد » نمودار مجموعه زیر را رسم 
تیال 
۲2۶ | (۱)) ۱ 


(۴یا ۲ یا ۲ با | (سل وه)) 
۷- مختصات ۸ در دستگاه بل بترتبب ۲ و ۳ و در دستگاه 9 که محورهای آن 
موازی و هم جهت با دو محور دستگاه اول مسی باشد » بترتیب ۷ - و ۵ است ؛ مطلوب است 
مختصات 0۷ . ۱ 


۱ 
_ قاط 
۸ ۷ 


نقطه 6۳ ودط ۸۵ ۰ انتقال دهم مختصات ۸ و ۴ را تست به دستگاه جدید حساب کنید . 


به‌فرض آن که + و ۲ عددهای حتیقتی باشند» نمودار هريك از محموعه‌های زیر را 


هِ ۳ ۳ ۳ 
۵ و | د دستکاه ال)پر مفروضند . ا گر محورهای مختصات را تا 


۷] - )),۲( | 2۰ ُ ۳ << 1 


(۲۰ ۲ << | (4))*,۲ ۷ 
۰ - آیا دونقطة (۸)۲,۳ و (۳-,13)۲ نسبت په‌محور ۶ قرین یکدیگر ند ؟ - در 
چه صورت دونقطه که مختصانشان معلوم است نسبت به‌محور 1۳5 قرینه یکدیگر ند؟ 
0- آیا دونقطةُ زوم ۱-)ن) و (هر10)۱ نسبت به‌محور رها فرینُ یکدیگرند؟ - در چه 
صورت دونقطه که مختصاتشان معلوم است نسیت به‌محور 17 فرینه یکدیگر ند؟ 
۲ آیا دونقطةُ (۲۱,۲ و (۲س رو )1 نسبت بهمبدأً مختصات قرینه یکدیگرند؟ 
۳ - مجموعهُ نقاطی از صفحة مختصات را نعیین کنید که اگر نقطه (,) متعلق بهآن 
مجموعه باشد» یکی از شر ایط زیر برقرار باشد : 
(الف) ۲ یز (ب) ۳-- << ۷ 
2 را (د) ۷2۳ 
۳۹ 


(ه) ۴<ِ۲ 3 (ه) ۳ 


(ر) ۳ (خ) ٩‏ -- > ۲ 
۳ - نفَطه (,)۷۱ در کدام ناحیه از صفحه مختصات‌و اقع باشد تا یکی از شر ایط 
پرقرار باشد : 
9 ۲ حم ۱<*] 
پِ۳ ۳< 7 ۱ ۳2 
> | > 
(ج) ۱ (د) 
۳ ۱ اس که ۳ 
۷- حل چند مسئله 


ریر 


۲ محاسة فاصلة ذونقطه پر حسب مختصات آنها - دو نقطة (.۲ و,)۷ 


و (۲ ,۷ (شکل ۳۰) را در صفحة 
مختصات ۷( درنظر گرفته می- خو آهیم فاصل 
این دو نقطه.یعنی طول پاره‌خط ,۸۸,۷ را 
برحسب مختصات ثقاط لا و ,3۸ حساب 
کنیم , 
حل - از دونقطة ۸1 و ,1 خطوطی 
عمودبردومحور رسم کرده‌فصل‌مشترله ,۷۱۲ 
را با 9۲,02 نتطة 11 می‌نامیم. و اضح است که: 
0۴ و ح((0 و لا ,00 
و ,۷۳ << ,(0() و ,]19 و 
۰ 2 ,۲131 
و بنابرقضیهٌ اصلی شماره ۱۲ همین فصل داریم : 


سس لت ,"] مب 0۳ 2 ۳۱۳۲ 2 ۲۱۸ 


ابا مثلث 11۷ قانم‌الزاو یه اتتگ و نظر به فضیه فیثاغورس داریم ۰ 
11۷۱-۳۲ - ۷۱۸۲ 


۹ از آنجا ب ",۷ سب ,6۲۰ ارب تس ,)<< ۲ ۷۱۷ ]۷ 
[ سس ۱ ۱ 
3 ۱ یلا6 ۱۱۸ 0 


۱۳۹ 


اگر دونقطه مفروض مثلا ۸ و 3 باشند» دستور فوق را می‌توان چنین نوشت: 
۳0 ۸0-۷ 
توحه کنید - این دستورها فقط درصورتی صحیح هستند که محورهای مختصات عمودبرهم 
باشند و علروه براین ؛ واحد طول روی هردو محور یکی باشد. 
مثال ٩‏ - محاسبةُ فاصلة دونقطه (۳و۱-)۸ و (۲ - و3۴ . 
۲اه ۲۵1 ۲۵ع )۳٩4-۲(‏ ۲ (ع و ) ۸3-7 
مثال ۲ - محاسبه فاصلهٌ مبداً مختصات از نطه (ظ,۱۱)6 . 


مختصات مبداً عبارتند از (ه۰وه) و داریم : 


۳ محاسا مختصات 9سط بت باره‌خط بر حسب مختصات دوسر آن 

دو نقطه (لی)۱ و (, رد)۲ 
نله ل ۳۱) را در ید۸ مختصات درو نظر 
یی یرم ۰ مي خو اهیم منصات نمطه 11 
و سبط پاره خط ۷۱٩‏ ر پر سب محتصات 
نقاط ,و ,31 حساب‌کنيم. 

حل_ از نقاه ,۷1 و آ] و ٩[,‏ خصوطی 
عمود بر دو محور رسم می کنيم تا به‌تر تیب 
مجو ز + و در تقاط ۳ و و ۳ ۴ 
آمحور ۲ را درنقاط 620 و رو ,() قطم کنند. 
و اضح است که نقطةٌ 16 وسطپاره‌خط ,1*1 


و نمَطهُ بو وسط پاره‌خط ,(4(6) می‌باشد 


) مطا بق با حه قضیه ای ! ) , 


پنا بر این نظر زر ۴ همین فصل داریم : 


سل 0۳۷-۵ سب طول نقطه 16 وسطی‌ل لت 01 


۳ 
همچاین * الا لا عر ض نقطهر[ و بط ۷ ر[0 
بنابر این : 


طول وسط هر یاره خعد مسباوی است با نصف مجموع طو لهاي دو سر 91 ۲ 


عرض وسط هر پاره‌خط مساوی است بانصف مجموع عرضهای دوسر آن . 
: سا 


۱۳ 


اگر وسط پاره‌خط ]۸ را ننطه [ بتامیم» مختصات ] عبارتند ار : 


مثال - محاسب مختصات نثطه [ وسط پاره‌خط ۸9 که مختصات دو س آن عبارتند از 
(پات وت )۸ و (۳-و۲)ظ . 


ی 
۳ ۳ 
مختصات نقطه ]1 وسطژ], 

۲ ی نت #۲ 
تون 
۱ - در هريك از حالات زیر طول پاره‌خط ۸ راحساب کنید ۰ 
(الف) : (۸)۳,۷ و (۳, ۷-۲ 
(ب) : ( ۲ ون )۸ و (۴- و ۷-)13 
رخ (۸)۳,۶ و (۲,۵)ظ 
(د) : (وت روت )4 و (۷- و؟13)۲ 
2 ۱ (»,۸۵ و (۴,ه )9 
9 (روه)۸ و (۲وه- )3] 


۷ مات قبط بازاخخط هر زا افیف یگ ار عالات عرتن :۱ ساب کل 
۰ - مختصات نتاط ۳ و 42 عبارتند از ۰ 
(۲۵ و ۳/0 و (4 , ۲0--)() 

فاصلة مىداً مختصات را از وسط پاره‌خط (1۳0 حساب کنید, 

۴ - نقاط (ع,۸۸ و (ع,۳-)8 را درصفحه مختصات ۰0(۲ معین کرده طول پاره - 
خطهای 0۸ و 08 و ۸ را حساب‌کنید. آیا می‌توانید ثابت کنید که زاویة () از مثلث 0۸1 
تائمه است؟ - فاصلة مىداً مختصات را از وسط پاره‌خط (]۸ حساب ننید و تحقیق کنید که این 
فاحبله نصفب ۸۳ است. 

۵ - چهارنقطهة (۱,۳--)۸ و(عرم)ظ و (۱۱و۳)) و(۸رع-)(1 رادرصنحه مختصات 
تعیین کرده تحقیق کنید که وسط پاره‌خط ۸ بر وسط پاره‌خط (9] منطبق است . چهار ضنعی 
(۷ جه شکلی است؟ ۱ 

۶ - نقاط (هره) و (۷,۴) و (مرع) سه راس يك متوازی‌الاضلاع هستند. مختصات 
رأس چهارم آن متوازی‌الاضلاع را حساب‌کنید (سه‌جواب). 


۱۳۹ 


سس فصل 


معادله خط ر است 


[ - معادلة خط راست ( تابع درحه اول ) 

۳۹ نموداد هیدسی يب معادله - دیدیم که هر حفت مرتب از اعداد حقبقی مانند 
(,0) مختصات يك نقطه مانند 1 ازصحةُ مختصات هستند. این نقطه را نمودارهندسی‌جفت 
مر دب (,6) می نامند , 

اکنون يك‌معادله دومجهولی ه ح(1):,۲ راکه درآن (1)*,۷ عبارتی جبری‌برحسب 
و ۷ و هردو ازدرجه اول است در نظر می گیر یم , مانند : 
هد ۲ ۱ ۲۹-۳ تعد ( ۲ و6)] )۱ 

اگر در این معادله به‌حای يك عدد حقیقی قرار دهیم و معادله را! برحسب ۲ حل 
کنیم» يك عدد حقیقی برای "و به‌دست می‌آید و نظیر جفت مرتب (پک) يك نقطه مانند 36 
در صفحه مختصات ۶( حاصل می‌شود. 

اگر« را تغيبردهيم» ۷ نیز تغیبر می کندو نقطه ]۸ نیز درصفحه ۷( تغییر مکان‌می‌دهد. 
بس بی نهایت نقطه می‌تو ان یافت که مختصات آنها درمعادل (۱) صدق کند. مجموعه این نقاط 
نموداد هندسی معادله (۱) نامیده می‌شود. به‌طور کلی ۰ 

مجموعة نقاط (۷]),۷] دا که مختصاتشان دسعادله » عع (ب)] صدق مي‌کند نمودا( 
هندسی این معادله می ناهند, 

چون عمل نمی‌نوان بی‌نهایت مقدار مختلف به * نسست داد معمولا به چند مقدار بر ای 
« اکتفا کرده مقادیر نظیر آنها را برای ۷ حساب می کنند ونتاط حاصل را به‌هم وصل می کنندتا 
شکل تثریبی نمودار هندسی معادله به‌دست آید, 


مثال ۱ - اگر درمعادله :.. مص(ر ی (و) 
به‌جای با مقادیر ۳ م, ۲ ؛ اب ه ۰ ۱ ۲۰ و را قرار دهیم » برای ۷ به‌تر تیب 
قادیر و مس » شد » ع » شد ءیش و ۷ به‌دست می آید و نقاط زیر حاصل فی‌شود. 
۳ 


(عوس )۵ و (س رو )9 و (سرو-)6 و (۴,ه)( و 


كٍِِ 


۱ 2 
(شرظ و (شر ۲۱۲ و (۲,س)6 
اگر این نقاط را همچنان که روی شکل ۳۲ دیده می‌شهد به‌هم وصل کنیم » قسمتی از 
نمودار هندسی معادلة (۱) حاصل می‌شود. عدا ثابت می‌کنيم که اين نمودار هندسی يك خط 


پل ند بت سس و بت 


بت بر مت پم ی نم یم و هم ی نس ات 
سس بت ما اک اب هت 
و 


(شکل ۳۲) ۷ 
مثال ۲ ب شکل ۳۳ قسمتی از نمودار هندسی معادله ه ۲۷۰-۲ را شاد می‌دهد . 
نتاطی کد روی شکل به‌هم وصل شده‌اند نمودار حننهای مرتب زیر هستند (اين حفتها چگو ند 


به‌دست آمده‌اند؟) ۰ 


(۲,۲) و ۳ ] و (هوه) 
۲ ۱ 


و (ل ووح) و (۲و۷-) 
۳ 


۱۳۳ 


۳ معا لذ شکل حاصل آز دلت محد وعه تقاحز .. ِِ ی نز 


۰ ۰ ۰ ۰ 
7۹ ۳ 7 ۹۳۳ ۰ ۳ ی یه لا 1 3 , 
صفحه مختصات )1 دارای خاصرت مسر دی ی ۱۳ 


به صو رت ۰ 


بين مختصات اد نقاط ببال ثذبم » مسعادله رف یه ها اه و ی 


می نامند , این یل معمو لا دی را هی ( یا ۱ 


۹ 
0 ۲ 1 0 ۲ ۳ ی ۱ مایخ 
مغال رن مي‌دانیم ید دای د مجسو عه ای آ تاد ی 9 ور جر اش جر دیا ۰ حق ار یف 
رف ۶ + 4 8 ِ 1 3 
ده. نل4۸ه معله ی 4 4 و ی ۳ باه مر مقذ. او ی مت تا مین 
ی اه ۱ هس هی ۳ و 
دنون‌در صفعحه محتصات ۷۹!۲ (شجیلی ۳۳۳۴) یره .)ار تلهم در دنه و) .دا مجنصات 


‌ 


۲ شعاع ال ۲ ان در تنل بر فته ۰ ند هد ای ماد ۷1 ٩‏ 2 1 1 » ۳ 


۳ میا ۳ 


(شکل ۳۴) 


۷ 


۱ +« ]0۱۷ -- <۲() و بو ]۳۸ << 0() می نامبم. کر فائم الز او یه ۱۹ دار یم . 
00۳۳-۰-۲ ۲ (۱۱) 
و یا ۲ ۲ ۱۲4-7 (۲) 
پس هر نطه که روی داير؛ ()) واقع باشد مختصات آن درم‌ادله (۲) صدق می کند. 
اکنون فرض می کنيم که جفت مرنب (, ۷و,۶) در معادل (۲) صادق باشد . این جفت 
مررتب مختصات نقطه‌ای است مانند )۸ به‌قسمی که 
,0۱1,۲2 
سس ۲ ۲ ۸() 


یعنی نقطه ,]8 روی دايرُ (6) واقم است. 


با 1 ۸( 


۱ 


۱۳۴ 


بنابر این معادلة (۷) دارای دوجاصیت زیر است: 
اولا هر نمرجله که رزوی ده ره (,)) و اقس وا 0 31 در ماد له 52 هم دی هر . تدای 


وه 


ات شر نقطه که محتصانش هو ماد 4( ۲) سسیي کید روی دايره ر ۹( و اف ۱ 


ی 
‌* 


به این دلیل معادل (۲) زا معادله دایر؟ (:)) و دایرة ()) را نموداد هندسی معادلء (۷) 
می نامند . بطور دلی 
در مجمو عه اعداد حقیقی معاد لد دو »جهو ی هه (ر۷۲و۱)۷ و در صفعه مختصات زا 
۱ ۲ 
شکلی مانند ری)) را درنظر می گیریم. 


۳-۹۰9 


۰۹۰۹۰۰« «۰(999,9۰«۰(حب۰ح(ب ۹(_ص(«پ۰(۰««سسا ۳ 


یسیو تست شوج چون ب تست و بیعت. سیخ سم 


۳ ات مٍِ ۲ ۲ , تب ۰ 
| گر هر نقطه له متعلق به‌خحل (۱)) باشد مختصاتش در »عادزة 


صدق کند متعلقی جه شکل, ()) 8 7 << ( و <) | ز مدادله 
شوم )0( و3 شکنی 1 9 ب از دار ۳ معاد له ه نع ( )1 


یی تست تج مت ویس ات لس بط سس سس ود سمل 
2 


۰ 
ا یی مش م ۱ #۹ و ۱ 7( :۱ ب ۱ 1 9 
رم ٩‏ ۱ ۳ ۱ 4 زد : ۰ 1 مدرک ِ« 3 
حچ با لاهسیش ۲ ۳ و ۹ مه 2 اب ۳۳ 2 ِ 5 5۳ ز هت أَّ تس و ۳-9 ِ ی 3 ۳ دب پا تن 9 


۳ قصند ال بت فووار لس ضر معاوله در حد اول بت با دومجهوای بر سس 
٩9‏ ۷ بات خط ر اس اسی. 
تانب ۳0 هر خط رایس که ور ده مات ان لاس تمعاج له ای از یز و اول‌است. 


۰ 


هان - و زت‌کلی عغادله دیجه اون دومجهولی برحسب و عباوت ات او 
نز 1۳ ۳۹ صتا 3 ی نت ی ی ۶ .۰ سر م هو ی ار نی # ۷ مج مد سید 1 هسیر ۲ زر ِ 


)سل ۱۵ ۸ 2 ) 
که د آن هر ای . ۶ دا و ب) عیدها حقيةي ‏ هستند, قر مي 2 جب اس ۱ ۳ 
فن دزیم ‌ ی مگ مممم 


بت 


ن‌حال ی نصا موف جر ا؟ ) و حالتهای زیر را ی بو و در هر حالت فضیه را نایی 


۱۳۵ 


همه نقاطی که طول آنها مقدار ثابت 
است (و عرض آنها اختیاری است) روی 
خط راست (6) که از نقطه (ه11)۳,۰ به 
موازاث محور ۷ ۲ رسم شود واقع هستند 
(شکل ۳۵) . 

پس۰ نموداد هندسی دابطهٌ (۱) خط 


دامتت ( )ات (شکل ۳۵) 


بهخصوص اگر 1 صفر باشد» خط (2) / 
پر موز ۷ منطبق می گردد. پس 

نموداد هندسي رابطه » ت 1 خجور ۷۲ است؛ 

برعکس : « هر نقطه که روی خط راست (0) واقع باشد (شکل ۳۵) 0( 
معادلة هر حظ داست که با محوز 7۳۷ عواای باشد به‌صوزت 1 - :3 است. به خصوص : 
معادله مجود ۲۲۷ عبادت است ۱( هه . 

(تا اینجا قضبه را درحالت اول ثابت کر دیم) 


حالت دوم » ۱ و ه -«-(] ۱ 


در این حالت معادل () به‌صورت رابطه ۷ وزی ادف گر مد را 


بنامیم؛ حاصل می‌شود.: / 
| جی| . ۰ (۲) 

هد تقاط که عرض آنها مقدار ثابت. 
است (وطول آنها اختیاری است) روی 
خط راست (8) که از نقَط . (عا ,)16 .به 
موازات محور ۷ رسم شود واقم هستند 
(شکل ع۳) . پس تمودار هندسی رابطهُ (۲) ٩‏ 
خعط راست (8) است . 

به خصوص اگر»ا صفر باشد» خط راست. 


(8) برمحور 5 منطبق می گردد. پس : (شکلع )۳‏ 
۱ ۱ 7 
نموداد هندسی رابطه » ست 7 عجود 1۳ است. ۷ 


برعکی ۰ هر نقطه که روی خط راست (6) و اقم باشد» عرضش 6 است ؛ پس معادلة هر 


مش 


خط راست که با محور »1 مواری باشد» به‌صورت ع- 97 ۹( 
2 محو ( ض عبادت است. ۱۱ ه جح ز , 
(تا اینجا قضیه را درحالت دوم نیز ثابت کر دیم) 


جالت سوم . ۱ ه ۸ و هحح و وعی) ۱ 


دراین حالت معادله (*) به صورت دب بت و ی سرا کهمخالف 

با صفر است 0 بنامیم» حاصل می‌شود.: ۱ 
۱ جع مس 

ابتدا ملاحظه می کنیم که دره‌عاد له (۳) به‌ارای ه جح داريم ه < ۷ پس مختصات مبداً 
درمعادله (۳) صادق است و نمطه 0 (مبدا مختصات) روی نمودار هندسی معادله (۳) و اقع 
کت 

اکتون نقطه (0و۱),] را نیز که مختصاتش درمعادلهُ(۳) صادقند درنظر گرفته خطراست 
,0 را رسم می‌کنیم و آنرا (۵) می‌نامیم. درشکل هه ضریب 6 مثبت است و خط (۸۵) در 
ربعهای اول وسوم قراردارد. درشکل ۳ ضریب 4 متفی است و خط (۸۵) در ریعهای دوم و 
چهارم و اقم است. اما استدلال زیر در هر دوحالت شکل درست آست و در هردوشکل داریم : 

0۳۱ و ۳۲-0 


7 


(شکل مون) (شکل ,م۳) 
او لانقطة دلخواه ]1۷ را روی‌خطراست (۸) که از مدا مختصات‌می گذرد درنظر می گیریم. 
میذتصات ۷ عبارتدد از . 


۱۳ 


0 -- ۲ 
- (0() ع< ۲ 
دو مثاث قائم‌الزاویك ,0۳,۲ و 0۳٩]‏ متشابه‌ستند (چرا؟) و با درنظر کر نتن اندازه- 


۷] : 


های جبری داریم : 


0 
و یا بک بت سل یی ح- 
0 ِ ‌ 

پس؛ در نفحطه که وق خط داست(۵۸) که ۱( دا مختصات می گرد دافم بانند» مختصانسشی 
در ععادله (۳) صدق مي‌کند: 

انیا - نقطه‌ای مانند (, ۲و )۷ در صفحهٌ مختصات در نظر گرفته ( روی شکل نشان 
نشده است ) فرض می کنیم که مختصات آن در معادلة (۳) صدق کند . یعنی داشته باشیم : 

"ِ 1۹۰ ۱ 

ینا بر آ نچه در قسمت اول کفتیم ء نقطه‌ای از خط راست (۵) که طولش ‏ :۰۶ باشد » 
عرضش , *0 است. پس نقطه ۷ که بنابه فرض طولش ‏ * و عرضش ,*0 است روی خط راست 
(ْ) قرار دارد. بنابراین: 

هر نقطه که مختصانی در معادلهٌُ (۳) صدق کند ۰ دوق خط داست (۵) دافم است. 

از آنچه گذشت معلوم می‌شود که : 


اولا نمودار هندسی معادله درحه اول ۲-0۶ خط راستی 
"است که از میدا مختصات و ازنتطه (۱,0) 3 


تافنا بر عکس ۰ هر خط راست کد از فتظ! مختصات بگدرد 


معاد له اش به‌مورت 05 << ۲ آنت: 


به همین لیر گاهی به حای آن که بگوییم نمودار شندسی بتعاد له ت- ۲ 1 می گوییم 
۱۳۹ 7-7 ۲ . 


تا اینجا قضیه را درحالت تیه بات درادد 
سوم جر و 


حالت چهازم ۰ ه ۸2 و ه 13 و ه در) 


۱۳۸ 


و اگر خ- راه و سس را ظ بنامیم» معادله به‌مورت زیر درمی آید. 


۳ 


اگر در معادلهٌ (۴) به‌جای :و صقر قرار دهیم» حاصل می‌شود ظ-- 9 . پس نقطٌ 1 به 
مختصات (9وه) روی نمودار هندسی معادلة (۴) قرار دارد. 

اکنونابتدا خط به‌معادلةُ 0۶ ص ل را رسم کرده ازنتطه (,ه )1] خط (۵) را به‌موازات 
آن رسم می‌کنيم (شکل .)۳٩‏ 


(شکل وس) 
اولا - زرعط4 )۷ را رورق ۳۹۵ راست (۵) اختیار می کنیم . داریم : 


,0۳ و ۳۱ 

خط بآ۳:!۷ خط *0 عه ۷ رادر نقطه‌ای مانند ۷ قطع می کند به قسمی که ,05 حت ۵ ۳؛ 

و چون شکل ,01111۷ متو ازی‌الاضلاع است پس : 
۲ 011 ,۱۷,۷۲ 
اما نظر به‌رابطه شال داریم. . 
۰ ۳ ۳۱۳۰ <- ۳:۷ 

و یا سل 05 ع بل 

یعنی مختصات ننطه ,]۷[ درمعادلهُ (۴) صادق است. پس: 

هر نقطه که دوی خط داست ۵ داقح باشده مختصائش دد معادله؛ (۴) صدق می‌کند. 

انیا - فرض می کنیم که مختصات نقطه‌ای مانند ,7۲ که آنها را ,دحد,0۳ و 
,بح ]۲ می‌نامیم درمعادلة (۶) صادق باشند (شکلم۳) » یمتی داشته باشیم ۰ 


1۱۳۹ 


وس <0 عت ‏ از 
خط ,]۳,۷ خط ۶8 سه ۲ را در نقطه‌ای مانند ولا ! قطم مي ند 7 ۷ ۳ 
ام نظر به و ابیل 4 شال داریم : 


ار ۱5 
9 0 0 


ن< ار 

۹۹ وت 
بنا بر این دو بردار ]01 و ,۷۰ همسنکگ 
هستند و شکل ,۲1:۳( متوازی‌الاضلاع 
است . پس 10 با خط *0 - ۷ موازی است. 
یعنی نتَطهٌ ,]۷ روی خط (0) واقم است. بس: 
هر نقطه که‌مختصا تسش دد معادلهة (۴) دق 


کند ۰ دوق خط زاست (۵) داقع است. 
از آنچه گذشت معلوم می‌شود که : 


اولا تمودار هندسی معادلة درجه اول 0-4 خط 


ستی است‌که ازنقطهٌ (طره)1] می گذرد و باخط *0-< ۲ موازی 


انیا هر خط راست که نه‌ازمبدا مختصات بگذرد و نه بامحورها 


مواری باشد » معادله اش به‌ صو رت ۱ انیت ۲ 


(بئا بر این قضیه در همه حالات ممکن ثابت شد) 
۴ب خلاصه - خلاصهُ نتیجهُ قضیهُ شمار۳4 درجدول زیر مندرح است و درشکلهای ۴۱ 
22 نان داده شده است: 


و و سس 


خط راست((]) معادله ۳۳۹ (12) معاد له در حه‌اول 0 )+ ٩-1۵‏ ۸ 


برمحور ۷۷۶ منطبق است ه عح ۲۷ 
با محور ۷۳۷ مواری آست طأعته ۷ 
بر محور ۲" منطبق است هد با 
با محور ۷۲۷ موازی است 0 <- ۲ 
از میداً مختصات می گذرد 0 - ۷ 


نه از مدا می گذرد و نه با 
محو رها موازی 9 0-1-0 -- ه دا ۲ گردر) 
۱۳۰ 


(شکل۲۱) (شکل ۴۲) 


(شکل ۲۷) . , 
۱ ۷ 

۵- چگونگی ترسیم خط راستی که معادلة آن معلوم باشد - برای ترسيميك 
خط راست کافی است که دونتطه از آن را بشناسیم. پس اگر معادله خط راست معلوم باشدء دو 
مقدار به ۷ نسبت می‌دهيم تا نظیر آنها دومقدار برای ۷ به‌دست آید , سپس از دو نتطه‌ای که 
به‌اين ترتیب حاصل می‌شود يك خط راست می گذرانیم , 

البته بهتر است که يك بار ‏ را صفر بگيريم و ۲ نظیر آن‌را حساب‌کنيم و يك بار ۷ را 
صفر بکیریم و ۲ نظیر آن‌را حساب‌کنيم تا فصل مشتر کهای خط با محورها به‌دست‌آید, 

ال ۱ - رسم خط : 
۳ لو . اين خط از مبدا 
مختصات یعنی نتطة (۰,ه)0) 
می گذرد , به ارای وت 6 
داریم ۳ - ۷؛ پس‌خط از نمَطة 
(۸)۱,۳ نیز می گذرد و کافی 
است خط راستی راکه از دو 
نقطه ۵ و ۸ می گذرد سم 
کنیم (شکل ۵ ۷). 


1۱۴ 


۲ ۱ بو ه 
۵ تنب نساب سک 0 ۰ درم 
۰ ۹ ۹ ۱ ۱ 
تیه ین مه ما ی یاه | بر سب 


۲ حل نیم ,بلکه همان گونه 


فِ۳ 


که تدتیم کافی است دو نقعه 
از ی و۱ مت آوریم. این 
تط ده سمل دو نتطه( ۲و )3 
و (هوم۳-)9 (شکل ۴۷) 


مشخ می‌نود (چگونه؟) . 


تعرین 


نبودار هندسی هريك از معادلات ژیر را رسم تنید: 


 ّک‎ ۱ 


۳ 
۵ و( 
۷ 


۳ ۹ 


۱ هب ۲ ۳ 


۱۳۲ 


۲ ۲ب :1 
َ سس عد ۷ 
۶ اس بت ۳( 
۸ ۲ات تهج ۳ 
۱۰ ۲ 
۱ دزی 1 


۳ ۷ ۴۷ -- ۲ ۱۴ ی 
۵ هه 4-۷۲۷۲ ۳ ۱۶ » جع ۱ سل له عز 
۷ - آیا نمودار هندسی معادله ۲ ح لا خط نیمساز ربعهای اول وسوم است؟ وان 
۸ آیا نمودار هندسی معادلة اس حت ۷ خط نیمساز ربعهای دوم و چهارم ات 


(چرا) , 


۶- ضریب زاویه‌ای وعرض از مبدا خط راست 

حالت اول - ضریب زاویه‌ای خط 0۷ - ۷ 

دیدیم که نمودارهندسی معادلة 0۷ 7 خط راستی است مانند (۵) که از مبداً مختصات 
و از نقطهُ (۸)۱,0 می‌گذرد. 

اگر 0 مثبت باشد (»<0) واضح است‌که (۵) که از مبداً مختصات می گذرد در دوربع 
اول و سوم واقع است (شکل۳۸) . همچنین اگر ۵ منفی باشد (ی>0) خط (۵) در دو ربع 
دوم و چهارم قرار دارد (شکل۴۹) . 


/ 


"(شکل,رم) ۱ (شکل ۲۹) 
گذشته از اين اگر قدر مطلق 6 زیاد شود زاو حادء ۸0۳ که خط ۸ با محور « 
تشکیل می‌دهد زیاد می‌شود و بر عکس. 
در شکل وم خط دز به‌ازای مقادیر مختلفی از 0 رسم شده است . از روی این 
شکل و اضح است که زاویهٌ حاده‌ای که مثلا خحط اس لا بامحور«" پدید می آوردبزر گتر 


است از زاویه‌ای که خط «< 1 با ۳۶ نشکیل می‌دهد » (زیر | اس) . ه‌چنین زاويهة 


۱۴۳ 


7 ۱ 
4 ۱ 
۸ ۱ 
برد ۱ 
حررمر »9 
ن‌ 
۹ 
۰2 
۳ 
4 ۷ 
۹ ری 
- 
۳ 
‌ 
۲ ۱ 
۷ ۱ 
هش ۱ 
(شکل ۵۰) 


وم 


» 


حانه‌ای که مثلا خط ۷ - سب با ۳ پدید می آورد بزرگتر است از زاویه‌ای که خط 
- ح ‏ با 2 تشکیل می‌دهد. 

به‌اين مناسیت ۰ ضویب 0 ۱ در معادله 02 -< 7 ضریب زاویه‌ای خط 0 س لل می نامند. 

ضریب زاویه‌ای محور و هر خط که با آن موازی باشد مساوی است با صفر 
(چرا؟) . 

ضریب زاویه‌ای محور 0 ۷ وهر خحط که باآن موازی‌باشد تعر یفشده است . 

توحه کنید : بین ضریب زاویه‌ای خط 7-0۷ و تائژانت زاویة بین این حط ومحور 
رابطه‌ای وحود دارد که برای تعیین آن ابتدا زاویة بین یاك خط راست و محور را 
تعریف می کنیم: 

تعریف - هر خط مانند 9 (شکل ۵۱) که با محور "2 موازی يا بر آن منطبق نباشد» 
آن را درنقطه‌ای مثل هه قطع می‌کند . زاویة 6 که باید به انداز آن » محور 0 را 


در حول هه در حهت مثبت! دوران دهیم تا بر (1 منطبق شود » زادی؛ خحط (1 با محور ۶ ۶ 


اس دزصفح مختصات. جهت مشبت دوران» جهتی است که باید در آن جهت ئم‌خط 0 را 
ده انداره ٩۴‏ در حول نقطه 0 دوران دفیم نا سس ثیم‌خط 0۲ منطبق شود » 


۱۳۳ 


(شکل ۵۱) 


نامیده می‌شود . 
اکنون با توحه به‌تعریف بالا » رابطه موحود بین ۵ و ۵و را با اثبات فضیه زیر معین 
می‌سازيم : 
قضیه - ضریب زاویه‌ای خط »0 یعنی عسدد حبری 0 مساوی است با تاناانت 
زاویة خط با محور ار . 
برهان - قبلا دیده‌ايم که برای ترسیم خط 0۷ ؛ کافی است که مبداً مختصات‌را 
به مه (۸)۱,0 وصل کنیم؛ حال برحسب آن که 0 مثبت یا منقی باشد, دوحالت تمیز می‌دهيم. 
الش- »0 : دراین صورت » نقطةٌ ۸ در داخل زاویهُ 0 وافم و زاویة به حاده و 
تانژانت آن مثبت است و به‌آسانی از ددی شکل ۵۲ دیده می‌شود ۰ 


4۸ 


شکل ۵۲ شکل ۵۳ 


""(- این قضیه فقط درصور تی‌صحت دارد که طول عرص تقاط » روی دومجور » ۳ يك‌و احد 
هشتر لك سنجیده شده باشند , 


۱۴۵ 


ب- > دراین صورت لفط (0, ۸0۱ دد داخل زاویة "07 داقع است و زاویة به 
منفرجه و تانوانت آن منفی است و بعلاوه و - - 7 می‌باشد (چرا؟) . و از دوی شکل 
۵۳ دیده می‌شود که : 

۱ 2۸ مس 
)سس تس سم 9۸0 70) 
04 

حالت 9۵م - ضریب ژاویهای خط 0 0 لا وغرض از مبدا آی 

چون خط (۵) بهمعادلهٌ ۷-4-9 با خط ("۵) به معادل ۷۲-0۷ موازی است 
انداره یداع ند این دو خط بامحو ر :<< پدید می آورند یکی است. درشکل ۵۴ دیذه می‌شود 


دیسر ۳ ۳ 
کر 115-30۲ و در نییجه ۵ -- 10۳م)-- ۰9115۲ 
به این مناسیت + ضریب 0 که ضریب زاویداگ حط :5 هد ۲ است صریب ژاویهاک حط 


0۷1 نیز ناعیده مي‌شود. 


۱۸ 
(شکلم ج) 


می‌دانيم که خط -0-4 -- لا محور ۷ را در نتطةٌ 38 به‌عرض وا - 68 قطم می کند. 
درمعادله 02-41-۳9 ع< ۷ مقدار ط را عرض از مدا خط 01-0 عد ‏ می نامند, 
اگر خطی از میدا مختصات بگذرد» یعنی معاد له آن بصورت 02 ت<- ۲ باشد » عرص از 


مبدا آن صفر است. 


و 


مثال - درجدول زیر ضریب زاویه‌ای وعرض از مبدأ چند خط معین شده است: 


ضریب زاو یه‌ای 


وم 
و سس حت لا 
وس ۲ ع< ال 
10 1 *111 - ح< ‏ 


حالت سوم _ ضریب زاویه‌اي و عرض ۱( مدا خط ه 1-4 ۸-4-19 


۱ معادلة خحط راست به‌صورت ه حد ز) سل وطا -1- ۸ باشد» معادله را برحسب ۲ حل 
می کنیم : 
8 


سس دش < لا 


۳ 
در این‌صورت ضریب زاویه‌ای خط مساوی با دس و عرض ازمبدأآن ۱ 
است , 
توحه کنید. ضریب زاویه‌ای خط ه 4-6 ]۸-1-13 عبارت است ازضریب : وقتی که 
معادله نست به ۷۲ حل شده به‌صورت ()) دب درآمده باشد. 


مقال - برای تعیين ضریب زاویه‌ای وعرض از مبداً خط به معادل ۰ 


ما ۴ ۳ ی 


پس ضریب زاویه‌ای خط .شش و عرض از میداً آن 2 


۱ ۰ 
۳ نمیا و 


۷- تبصره - اگر ضریب زاویه‌ای خط 04-9 7 پعنی 0 ابت بماند ولی عرض از 
مبداً آن یعنی ۲ تغییر کند » مجموعهُ خطوط راستی از صفحه مختصات که همه با خط 0 7 
موازی هستند حاصل می‌شود. همخطوطی که درشکل وم رسم شده دارای ضریب زاوید‌ای 
0 بوده و با خط 0۷ ۲ موازی هستند. 


۱۳۷ 


(شکل ۵۵) ۷ 

اگر عرض از مبداً خط 

س 0 - آویعنی ط] تا بت بما ند 
ولی‌ضریب زاویه‌ای آن تغیبر 
کند » مجموعه خطو ط راستی 
از صفحه مختصات که همه از 
نمَطهُ(, ۰ ) می گذرند حاصل 
می‌شود . همه خطوط راستی 
که درشکل ۶ زسم شده‌اند 
دارای يك عرض از مبداً 


هستند . 


ضریب زاویه‌ای وعرض از مبداً هريك ازخطوط راست زیر را معین کنید: 


۱ ۷ حد ۲ ۱ ۲ "7 
۳ لا ۴ ۱ ۳ 


۱۳۸ 


۷ سب یز ۲ 2 ۸ ۳۷۷۳ - << ۲۷ 


۹ 2-۳۲-۷۵ ۲ سّ ها ۲۷ ۳ 
۱ ه -- زان 1 ۱۲ ۷ ۴ - ۲ 
۳ ه -- - ۷6-۷۷ ۱۴ ».۴ -- ۲۷ - ۳ 
۱۵ ۲-۳ ۶ ان 


۷ - جدول زیر را کامل کنید: 


۸ . چهار خط زير را نسیت به يك دستگاه مختصات رسم کنید : 

۲ ۲ » رح لاس۲ لا ۷ اعد 
آیا همة این خطوط از يك نقطه می گذرند؟ 
٩‏ - چهار خط زیر را سبت به يك دستگاه مختصات رسم‌کنید . 

۷ ۰ ۲۷41۱ لا » ۱ 2۲۷۲ 1 ۰ 2۷1-۲۳ 
آیا هم این خطوط با هم موازیند؟ ۱ 


- مسائل مربوط به خط راست 
محموعذ خطوط متوازی واقع درصفحه - همچنان که در 
شمارء ۷ کفتيم اگر دوخط با هم موازی باشند» ضریب زاویه‌ای آنها یکی است. پس هر خط 
که مثلا با خط *1] دب موازی‌باشد» ضریب زاویه‌ای آن ووو است. بنابر این معادله عمومی 


همه خطهای راست که با خط 10 < ۷ مواری هستند به‌صورت زیر است: 


1 
اگر در معادله فوق 17 را ثابت نگاه‌داريم و 1 را تغییر دهیم» خطوط راست بی‌شماری 
حاصل می‌شود که همه آنها با هم موازی هستند, 
درشکل ب«م چند عضو از مجموعه خطوط راست موازی با خط ۶ < لا و چند عضو از 


مجموعة خطوط راست مواژی با خط ۲ حد ل رسم شده است. 


۱۴۹ 


4 
- ی 


م اک (شحل۵۷) 


تبصره _ همه خطوط راستی که با محور ۷ موازی هستند ضریب‌زاویه‌ای آنها صفراد.:, 
و معادله آنها به‌صورت 7-9 است . ۱ 

هم خطوط راستی که با محور 7و موازی‌هستند معادل آنها به‌صورت 0 :2 می‌باشد 
و ضریب ژاویه‌ای آنها تعریف شده است, .. 

4- معا لاخط راستی که ار نقطة معلومر, ز,,) ,]۷ بگذردوضریب زاویه‌ای 
آن عدد معلوم 0 باشد - اگر ۵ صفر باشد» خط با محور ۳ موازی است (شکل ۵۸) و 
چون از نقطٌ ,۷6 می‌گذرد» معادلة آن به‌صورت زیر است ۰ 


/ 


۱4 ۰ ۷[ 


(شکل م۵) 


اگر 0 صفر نباشد» معادل خط به‌این صورت است ۰ 


۱۵ 


04 ع ‏ )۱( 
و چون 0 معلوم است» باید ط رامعین کرد. چون خط ازئتطهُ (,7ی۲),] می‌ گذرد مختصات 
اپن نم طه درمعاد له خحط صدقی می کند »؛ یبعنی داریم : 
طس0 ت ۲ (۳۲( 
اگر تساوی (۲) را عضو په عضو ازنساوی (۱) کم کنيم» معادله خحط به‌دست: می آید۰ 


توحه کنید ‏ درمعادله فوق ,۷ و ۷ مقادیر ثابت هستند و ۶ و۷ به‌ازای‌نتاط مختاف 
خط تغییر می کنند. به‌اين مناسیت در معادلهُ فوق * و ۲ را عختصات جادق می نامند, 


۳۳ 


مثال - معادلهٌ خط راستی که از نمَطهُ (۷)۵,۲ بگذرد و ضریب زاویه‌ایش مش باشد 


عبارت است از : 
۲ 
ستت وا ایس ست. جح ۳۳ 
۵ )سم 7 
ویا ۳۲ ۶ ۲ 
ویا ه < نو ۳ ۷ 


» | - معاذل عمومی محموعة خطوط راستی که از باك نقطة معلوم 
م ی گذر ند - دیدیم که معادله : لو 0)06 ست لاس لا 
معادله خط راستی است که از نقطه (,2ی,*)]۷ می گذرد و ضریب زاویه‌ایش 0 است. 

اگر دراين معادله 0۵ را تغییر دهیم» خطوط حاصل همه از نع 2۲و۶) می گذرند. 

مثال - می خواهيم ثابت کنيم که به از اي مقادیر مختلف ۲ همه خطوط راستی که معادلهٌ 
آنها به‌صورت زبر است از يك نقطهٌ ابت می گذرند. ۱ 

۰ ۷-۳۳۳ 1115-17 لا )۱( 
برهان - معادلة فوق را می‌توان چنین نوشت ۰ 
(۳-- )10 ع< ۲ ح- لا 

به‌ازای ۳ دیا و ۲- -- ۲ معادلة فوق به‌صورت ۰ <(۲0عه در می‌آید و 1 هر 
چه باشد صحیح است. پس خط راستی که معادلة(۱) معادلهٌ آن است از نةطه ثایت (۲--,۳) 
می گذرد : 

۱ - معادلة خط راستی که از نقطه ,ی می گذرد و با خط به 
معاوله 7-۰۲41 موازی است - چون خط مطلوب با خط 0 4 0 بو موازی 
است» ضریب زاویه‌ای آن12 است و بنابر آنچه درشمارة ۰ ۱ گفتيم» معادله آن عبارت است‌ازء 


۱۵۱ 


(.- )10 حت لا ل 
مثال - معادل خط راستی که از نقطه (- )۷ بگدرد و با خط ه -- ۵ 1-۲۷ 
موازی باشد , 
ضر یب زاویه‌ای خط ه واه ۷۷ عبارت است از _ (چر ا؟)؛ و معاد له‌مطاوب 
چنین است : ۱ 


(۱ س)س عت | لا 


ویا سا لت ۷ 
۳ ۲ 


۲ تعیین ضریب زاویه‌ای خط راستی که از دونقطة معلوم ,)۷ 
و ری )۱۷ مبی گذرد ضریب زاویه‌ای خط را 0 می نامیم. چون این خط باید از نتطه 
ری )۷ بگدرد» معادله ی به صو رت زیر است"* 
)0 ۷ ل 
و جون این حط باید از نمطه (بوب۷) ۷ نیز بگذردء داریم ۰ 


رح )0 ,۷-۷ 


ضریب زاویه‌ای خط راستی که از دو نتطهٌ معلوم می گذرد 
مساوی است با خارج قسمت تفاضل عرضهای آن دونقطه بر تفاضل 


مثال - محاسبة ضریب زاویه‌ای خط / 


راستی که از دو نقطهُ (۷۲)۲,۵ و (۳,۴ )۱۷ 
می‌گذرد ۰ 


۱ 
۱ ([ه , ۲ )۸۸4 


بو و و و وود اه سا ای ۳ 


۱۵۲ 


۳ ۱ معادلة خط راستی که از د9 نقطة معلوم نیا و ور 


هی گلواق ب فرشماز 1 ال نی که فریب: رامیلای ای ما ات رم 
۱ 3 
۱ ۱ ۱ 1 
و چون این مقدار را درمعادله ر-0)0 ح لا ۲ به‌حای 0 قر ار دهیم» حاصل می‌شود: 


توجه کنید - درمعادنه فوق مقادیر ,۷ » ,۷ » ,۶ و ,۲ مقادیر معلوم و ابیت هستند 


مثال - معادلٌ خط راستی که از دو نقطه (۷],)۲,۵ و (۳,۳--),۷ می‌گذرد عبارت 


انتنت از ۰ 
ی 
فا (۲ »)سل مت و لژ 
۵ 
وی ۲۳ بالق 


(رجوع کنید به شکل۷۲) 
۳ اس حالت خاص 2 اگر ٩‏ نفطه معلوم روی محورهای مختصات باشند » معادله 
خط به‌صورت ساده‌ای دز می‌آید . فرض کنیم / 
که خط ((1) محور ها را درئقطة به طول 8 
و محور ها را در نقطة به عرض 0 قطع کند 
(شکلهع)» در این صورت معادل خط عبارت پر 


خو اهد بود از . 


۲ 4 


۵ - شرط لازرم وکافی برای آن که دوخط راست با هم موازی باشند- 
چون خطوط راست متوازی دارای ضریب زاویه‌ایهای متساویند و برعکس خطوط راستی که 
ضریب زاویه‌ای آنها با هم مساوی باشند متوازی می‌باشند» برای آن که دو خط به‌معادلات. 

ط 0 حت ۷ )۳( 
0 ل (۳) 


۱۵۳ 


با هم موازی باشند لازم و کافی است که داشتد باشیم ۰ ده 

مثال - خطوط به‌معادلة 2-۳-4-۵ ۷ و ۲ و تال وس دنس مت لا هر 
شه با هم موازی هستند . ٍ 

و ۱- شرط لازم وکافی برای آن که ووخط راست بر هم عمود باشند - 
دیدیم که خط ‏ 0۷ 3 با خط -- ۲۷ که از مبدأً مختصات می گذرد موازی است . 
بنابراین برای آن که دوخط ۱ 

0 ع ل ((1) 

و ۱ "سل 0 (1) 
برهم عمود باشند لازم و کافی است که دوخط 0۷ ۷ و0۳5 - ۷ برهم عمود باشند . اکنون 
دوخط 0 و 0۷ << ۷ (شکل ۱) را درنظر گرفته از نقطهُ 11 به‌طول و واقع بر محور 
خطی عمود بر ۶ رسم می لنیم وه / 
تا اولی را در ندّطة ۸ و دومی را در 
تطهُ ۸۳ قطع کند. مختصات نقاط ۸ و 
۵ عبارتنداز (۸)۱,0 و (هو) ۸ . 

برای آن که دوخط 0۸ و ۵ ی 
برهم عمودباشند یعنی مثلث ۸0۸۲ در 
رأس 0 قائم‌الزاویه باشد» بنا بر عکس 


قضيةٌ فیئاغورس لازم و کافی است که 


ات (شکل ۱ع۶) 
0۸۲1-02۲ (و) / 


ابا مب اج و امد وت 02 و (/۵-0)--۸۸۲ ؛ پس رابطه(۱) 
به‌صورت زير درمی آید: 
0۲ -0) - (0۲ )۵۲4 (۱) 
و از نب 90 
یعنی شوط لازم و کافی بواگ ی که ده حط داست بر هم عمود باشند اپناست‌که حاصل_ 


ضرب ضویب ژاویه‌اي یا عساوی پا .-. پاشد. 


۷- فصل مشترك دوخط راست 
دوخط راست ((1) و ("0) را که معادلات آنها : 


۱۵۳ 


60- 05-1-07 ((1) 
0٩ 0۲‏ ۱ ((1) 
است و دريك صفحه مختصات رسم شده‌اند در نظر می گیریم . 
مختصات نقطة ۷8[ فصل مشترك دوخط ((1) و ((1) در هريك از دو معادلة فوق صادق 
است و درنتیجه جواب دستگاه متشکل از دومفادل دومجهولی فوق می‌باشد. بنابراین : 
۱ بر ای محاسبه مختصات نتطه فصل مشتر لد دو خط راست 
کافی است دستگاهی را که ازمعادلات این دو خط تشکیل می‌شود 
حل کنیم . ۱ 
مثال - می خواهیم مختصات نئتَطه ۷ فصل مشت لك دو خط زیر را حساب کنیم ۰ 
(1) ۴ -د ۷ -- ۳۲ 
۱ ۱ )۱( 
(۳) ۷ ۲۲۲۳۲ ]| ۰ 


دستگاه (۱) را حل می‌کنيم حاصل می‌شود ۲ دا و اعد ل » بتابر این فصل‌مشترك 
دوخط مثروض (شکل ۶۲) نقطهُ (11)۲,۱ است. 
۷ 


(شکل ۲ع) ۷ 


۸- حل ترسیمی دستگاه د9 معادلة دومجهولی درجه اول - هرگاء يك 
دستگاه دومعادلةٌ دومجهولی درجه اول داشته باشیم و هر يك از دو معادله دستگاه را معادلة 
يك خط راست فرض کرده آن دوخط را روی يك صفحهٌ مختصات رسم کنیم» می‌توان مختصات 
فصل مشترك دوخط مرسوم را ازطریق اندازه گیری بر روی دو محور به وجه تفریبی به‌دست 
آورد. این مختصات جواب دستگاه مفروض می باشند, 


۱۵۵ 


بحت . دور خط راست ((1) و () را که معادلات آنها- 
(12) 0 حت 07 -1- 00 
)...6 تن "0 
هستند در نظر مي‌گيريم. اين دوخط ممکن است متقاطع یا متوازی و یا برهم منطبق باشند . 
بنابر این سه‌حالت زیر را تمیز می‌دهیم . 
او لا ((1) / (1۳) متقاطع هستند - دراین حالت ضریب زاویه‌ای دوخط با هم متفاوت 


دقیبب بل (چرا؟) و داریم ۰ 


0 0 
۱ رت 0 و یا وا 0 - وان 
دو خط ((1) و( (1) يك و فعط يك نقطه مشتر لد ارند ودستگاه معادلات (۱) دارای يك حو اپ است , 
انیا (0) و (0) باهم موآزیند - در اين حالت ضریب زاویه‌ای دو خط با هم مساویند 


اما عرض از مبدا آنها متفاوت است پس داریم : 


دی ۵-6 

دو خط نقطه مشترلك ندارند و دستگاه (۱) حواب ندارد. 

راز ((1) و (ر) برهم منطیق هستند ‏ دراین حالت ضریب زاویه‌ایهای دو خط با هم 
و عرض از مبدآهای آنها نیز با هم مساویند و داریم ۰ 


و دستگاه (۱) مبهم ۳ 
به‌این تر تیب نتایچ بحثی را که در کتاب خسات و خبر ال اول در بار حل دستگاه دو 


معادلة دومجهولی درحه اول دیده بودیم به‌وجهی دیگر به‌دست آوردیم. 


 نیرمت‎ 


0- معادله عمومی خطوط راستی را که ضریب زاوپه‌ای آنها 1 است درهريك ازحالات 


و بو 3 ۰ ُ 
۲ و ۲ و ۰ رب ۳ ۳ 


۱۰۶ 


۲- معادلة خط راستی را که ضریب زاویه‌ای آن 0 است و از نعله ۷۲[ می گذرد در هر 


يك از حالات ژیر بنویسید: 


۱ 0 (1۷۲)۲,۳ 
۲۷- -- ) ره و۳ -)۷! 
0-۴ (۵ - و ۲) ۷ 
0-۳ ۴۱ و۳ ) ]۷! 
۴ معادلهٌ عمومی خطوط راستی را که از نقطهُ 8 می‌گذرد» در هر يك از حالات زیر 
بو بسیت : 
(۲۸۱) (۱ و۲۷ )1۷3 و (هوم)۷! 
(3۲)۰,۷ (۷۸۲- )۷۲ ۲ (۱- ,۸۲-۵ 


۴- معادلةٌ خط راستی را که از نقطه ۸۶ می گذرد و با خط ((1) موازی است درهريك‌از 


حالات زیر بنو سید ۰ 


(۸)۱,۲ ۴( ۳ ع< ل :((1) 
(۱۱۳- )۷ ۵ ۷۲ -- ۳ :((۲) 
(عر۲- )۱۷ عد ۱ - لزق سل- ۴5 :(1) 
(۳ و۲ حد )۷۱ ۱ سم +(() 
(۴وه) ]۷[ ه < ۷۷ - با . :((1) 


۵- ضریب زاویه‌ای خط راستی را که از دونط ,1 و ,۷۲ می‌گذرد در هريك ازحالات 


زیر حساب کنید و سپس معادله خط ,]۷1,۷ را بنویسید. 


(۱,۳) 1۷ ِ (۳,۱), ۷ 
(۲رویاه ‏ وا سرا )۱ 
مره و (۴,۱) ۱1 
(۲- وت ) ]۷ ِ (۲ وت )۷ 
هريك ازخطهای زیر را رسم کنید: 
۳0 ۳۳ , و کر ۳ کر 
۲ ۷ 1 
6۳ ۱ و ۸ سس سب رای ست 
۲ ۵ ۳ 


۷ سه نقطه (»پ۸)۵ و (13)۱,۲ و (۷-,۳-)) سه رأس يك مثلشند , معادلات 
حطوط راست ۸ و ۸6۱ و 96۱ را بنویسید. . 
۱۵۲ 


۸- معادلات میان‌های مثلث ۸۳41 تمرین ۷ ر! بئو یسید. 
4- معادلات خطوط رامتی که از بیه رس مثلت ۸۸۳0 دو به‌دو می گذرند یعنی معادلات 
خطوط زاست ۸1 و :6 و ۸ به‌ترتیب عبارتند از ۰ 
سک و ۳ ۷  --‏ و ۵ -< ۵ -- ۳ 
مختصات سه رأس مثلث را حساب کنید, 
۰ - از تقاطم سه خط راست زیر مثلثی حاصل می‌شود: 
و۳ نت ۴۳ 
»جت ۷ -- سل ۷ ۲ 
» << ۴( ۳ با ۱ 
معادلات خطوط راستی را که اوساط اضلاع از تانق وا وید نی اش روعال مین کنزت 


۱- به‌ازای چه مقداری از 10 سه خط زیر از يك نقطه می گذرنده 


1-07 ۴ ست ۳ 
۳-۵ عد ۲ 
۸-- ( ع< ‏ 


۲- معادلةه خطی را که از مبدا مختصات به موازات خط ه ح اس و۲ مت ۳ رم 
شود بنویسید . 
۳- معادلةٌ خط راستی را که از مبداً مختصات عمود برخط -< 1-1-۳۷ رسم شود 
بنویسید , 
۴ به‌ازای چه مقداری از 0 دوخط زیر ۰ 
۰ <(۲ )۲ - ز(6-۱) 0 )۱( 
ه ‏ (۴ +-۵0) - (۳۵-۷-۱) - ۳0 )۲( 
اولا با هم موازی » ثانیاً برهم عمود و الثاً برهم منطبق خواهند بود؟ 
۵- تحقیق کنید که‌سه خط زیر از يك نقطه می گذرند و مختصات آن نتطه را تعیین کنید. 
۱۳ ۲۰ ۶ ۳ 
عد و۷ وم وق 
هس ۵و ۳ مسبت ٩7‏ مت ما 
۶- ثابت کنید که به‌ازای‌جمیم مقادیر 11 هريك ازعطوط زیر ازيكنقطه ثابت‌می گذرند 
ومختصات آن نقطه را تعیین کنید. ۱ 
(الف) هد ( ۷۴ ۷۲ )0 (ن سل ۷ - <۳) 


۱۵۸ 


(ب) ن حت ۴ سل ( ۲۲۵ -- ۷) ۱-۲ (۳ - ۲۷1 ) 
(ج) . » - ۱۳1 - (۲-٩‏ ۳ -- ۵10) سل 10 
(د)... ۳ 61 خی لا( و ۲1۵ ۲ ۳0۵) سا تا(حت ۲ 1۳0) 


٩‏ - فاصله بات نقطه از بات خط 7[ ات 
خط (1) به‌معاد له ۰ ۱ 
ه )4 1 ۸ )۱( 
و نتطه ۳ به‌مختصات (, ۲ و,) رادر 
نظر می گيریم و از نقَطهٌ ۳ عمود ۳۵ 
را بر خط (() فرود می‌آوريم . 
می‌خواهيم طول ۳0 یعنی فاصلة نتط 
از خط (([) را برحسب مختصات ۲ و 
ضرایب معادله (۱) حساب کنیم. ۷ 
راه کر این است که معادئه خط ۳۵ 


29۸ 


راکه عمود برخت ((1) است پنویسیم و 
مختصات فصل‌مشتر لد دوخط ((1) و۳0 / 
یعنی مختصات زتمله 0 را حساب کنیم. آن‌گاه با معلوم بودن مختصات دو نتَطه ۲ و 0 ۳ 
استفاده از دستور محاسبة فاصلهة دونقطه که درشماره »۲ فصل اول بیان کرديم فاصل ۳۵ را 
حماب کنیم. 

الا معادلة خط ۳0 - ضریب زاویه‌ای خط(0) عبارت‌است ازیگ (چر!؟).پس‌ضریب 
زاویه‌ای خط ۳0۵ که عمود برخط (1) است مساوی است با ِ (چرا؟). و معلدلهٌ خط ۳0 
که از نقطه (۲۰ و )۳ می گذرد و ضریب راویه ایش ظِ است چنین می‌باشد: 

7 ۱ 
( و 7 ّ 


۲ ۲ و ال وکام 6 


(۲( 7 2 

انیا محاسبة طول ۳0۵ نقطهُ 4 یعنی پای عمود وارد از نطة ۳ برخط (0) فصل 

7( من مات باه 9۵ ار اقی مما دنه رن مدق هی کل ۱ 
وس ز)- رسب ۸ )۱ 


۱۵٩ 


۰ ۳ و 6 سس ار 
3 (۲) 


وبرای محاسٌ مختصات نقطه 0۵ بایددستگاه متشکل از دومعادلهٌ دومجهولی (۱) و(۲) 
را بر حسسب ۶ و ۲ حل کنیم. 

با استفاده از يك مجهول معاون می‌توان از راه ساده‌تری فاصله (۳0 را به‌دست آورد: 

مقدار مشت لك دوطرف معاد له ۲( را می‌نامیم 


ها ۲ نی 


۸ 38 

دراين صورت داريم ۰ 

4 م۷ ع< بز (۳) 

۷-۲-۲ ۷ (۴) 
بر ای آن که اين مقادیر < و ۲ که از روی معادلة (۲) به‌دست آمده‌اند حواب دستگاه 

دو معادله دومجهولی فوق باشند پاید در معادلة (۱) صدق کنند. یعنی باید داشته باشیم؛ 
ز) ۱ (130 و )1 سا (0 4۸ )۸۵ 

و از آنجا تمد ۱۳۳۹ 

۸۱-۲ ۱ 
اکنون که متدار مجهول معاون ) به‌دست آمد ناصلة ۳۵ را از روی دستور زیر حساب 


می‌کنیم : 


ارم مت )سل ۲ نع >() /اح 1۳02 حت ل) 


۲ ۰ هِ)) ِ مختصات ۲ 
(لر) : مختصات 0 


برای این کار مقادیر ۶ و # را از تساویهای (۳) و (۴) درتساوی فوق قرار می‌دهیم ء 


حاصل می‌شود : 
۸۲۲ ۱|<۷حد کرو لاس۵ ولا و۸۲ )02 
و از آنجا 


یعنی : بواق به‌دست آوردن فاصله نقطه (7۰ و۲۰ ۱( خط داست ه )1 ۸41-7 
باید << معادله خط به جاي 2 و #7 عشتصات نفطه ۳ دا قراد داده و غسدد مطلن حاصل ۱ بر 


۸۲-۲ / نقسیم کرد . 


(توجه کنید که معادله خط حتماً باید به‌صورت ه )4۷ 1-17 ۸ نوشته شده باشد) 


و۱۶ 


حالت خاص - فاصله مبداً مختصات یعنی نطه (۰وه)0) از خط به معادلة 
ه سدن) سل ۵ ۸ مساوی است باه ۷ 


باس - 0-00 (شکل۶۲). 


مثال ٩‏ - محاسبهٌ فاصله مبداً مختصات (0) 

از خط وت ۳۶41-۴۷ . ستت. 
ابتدا معادلهة خط را به‌صورت 

و عد و -- ۴ ۳۱۲-۲ 

می‌نویسیم. دراین‌صورت تن 


مثال ۲ - محاسبهٌ فاصلهٌ نقَطهُ (۲,۵) از خط به‌معادله ۴۷-۲ حت ۷ . 
ابتدا معادلة خط را به‌صورت ه عح ۴-1-4-۲ - می‌نويسيم (یعنی همه جمله‌ها رابه 
يك طرف معادله خط می‌بریم تا طرف دیگر معادله صفر شود) . سپس از دستور فوق استفاده 


می‌کنیم : 
۲ اس ۵۵ 
۷ ۰ 1/۱۷ ۲سا( )۱ 
تمرین 


در هر يك از تمرینهای زیر فاصلهٌ مبداً مختصات وهمچنین فاصلة نقَطٌ ۳ را از خط (0) 


نی 


مختصات ۳ 


معادله خط ((1) 


ه ح ه ‏ مس ان( ۳۲ 
ه > آژن -- ۴ 
۵ - حت ۳ مب ]۴ 


ر۳وه) 
(۲,۰۱) 


۱۶1 


۰ ۲ زاو یه دوخط س می‌دانيم که از تقاطع دوخط راست» چهار زاویه پدید می‌آید 
که دوبه‌دو با هم مساوی (زوایای متقابل به‌رآس) یا مکمل‌یکدیگر (زوایای مجاور) هستند؛ 
ندرحالت‌کلی از اين چهار زاویه دو زاویه حاده و دو زاویه منفرجه می‌باشد ؛ و نیز می‌دائیم 
که ضریب زاو یه ای هر خط » مساوی است با ضریب زاویه‌ای خطی‌که از میداً مختصات 
آبه موازات آن زسم شود و زوایای حادهٌ (یا منفرحه) دوخط » پرابرند با روایسای حادهٌ 
(یا منفرج) دوخط دیگر که‌از يك نقطه به‌موازات آن دو خط رسم شود . 

حال فرض مي‌کنيم که ضریبهای زاویه‌ای دوخط (1 و ([ معلوم و به‌ترتیب عبادت 
باشند از 70 و 90 ؛ می‌خواهيم تانژانت 
1 زوایایی‌را که دوعط ( و (1 تشکیل 
می‌دهند : حساب کنیم ۰ 2 
از میدا مختصات دوخط ۵ و "۵ را 
به‌ترتیب به‌موازات (1 و 1 رسم می‌کنیم 
(شکل ۷۸) 
۰ اگر » و اه زوایای محدبی‌باشندکه 
باید 0 دا بهانداز آنها حول 0 درجهت 
آمثبت دوران داد تا به ترتیب بر ۵ و ۵ 
منطبق شود » بناپرآنچه گذشت » داریم : 


0 ۵مز و 10 ۵و4 

حال به‌فرض این که :<< باشد یکی‌از ژو ایای‌دوخط ۵ و ۸۵٩‏ که آن‌را ۷ می‌نامیم » 
عبارت است از زاویة : 
6 - اي مد ۷ 

0 - "122 سس بو 

پس : ۱7۳ 

اگر ژاویدٌ ۷ حاده باشدء ۷وه مثبت است ؛ اما اگر زادیة ۷ منفرجه باشد ء ۷وو منفی 
۱ است و در اين حالت زاویهٌ حاده دوخط » مکمل ۷ می‌باشد و تانژانت آن مساوی است با 


۱ ی ۱۳ 
۷ پس اگر در حالت‌کلی زاويهُ حاده دو خط (1 و۳( را ((1 , (1) بناميم » در هرحال 
خواهیم داشت ؛ 


17" -- 0 


10 ۳2 _ | و سس نب 3 
٩( (> ۷91 1( ( ۱‏ (1) 


۶۲ 


نمرین 


۱- مطلوب است تعیین زاویة مابین دوخط ۰ 

و( لا و۳ و ۰ -< ۵ - پ(۳/]- ۲ 

۲- مطلوب است تعیین زاویُ مابین دو خط ۰ 

۵/۳۰۰ ۸-۵۱/۳(۷) - ۱۱ و هد و لا - ۲ 

۴ مطلوب است تعیین زاویة مابین دوخط ۰ 

* ع فا( اه( دا ۲( ۱ )وق 0 لا 


نع ۱ 


اکار بنم آعداد 


۷۰ ش ۳ ٩‏ ۰ ار و ۵ ۰.۴۳ ده وه 


۱۶۳ 


۴« ۷۴ 
ان ۷۵ 
۷ ۲ ب ۷ 
كٍُِآٍآّ "۷ 
فرشا 


۴ ۷ 
۳ 2 ۷ 
۹آ ۷۶ 
۴ ۷۶ 
وشفش 


۷ ۴ 6 ٩ 
۷۲ ۴۳ 
۷ ۶ ! ۳ 
۷ ۴ ار‎ ۴ 
۷ ۷ ۳ ۵ 


۱ 0 ۴ ۷ 
هر ۲ ۵ ۷ 
۷۶۴ 
۷۷۹ 
۷۷_۵۲ 


(گارینم اعداد 


۳ ۴۶ ۷ 
۰ ۳ ۵ ۷ 
وی 
وفرهش 
۷۷۴۵ 


۷۴۳ 
وی 
٩‏ رن ۷ 
۷۶۴ 
۸ ۳ ۷ ۷ 


۷ ۳ ۷۴ 
۵ ۰ ۵ ۷ 
کی 


۷ ۴ 1 
۳۴۳۴۹۷ 
۷ 52 ۷۴ 
۷۶ ۴ 
۷ #۳۳۳ 


۷ ۴ 1 ۱ 


۷۶٩ 


۷۶۶ 
۷۶۳ 
ِآ"۷# "۷ 


۴ ن ۷۴ 
۴۸۲ ۷ 
٩‏ د ۵ ۷ 
وا مر 
۸ ۷ ۷ 


و 
۸ 32 
8 


۷ با‎ ۴ 
۷۷ 
۷ ٩ ۸ 
۸۰۵ ۵ 
۸ ۱ ۳۳ 


۸۱ ۸ ٩ 
۸۲ ۴ 
۸۳ [ ٩ 
و ی‎ 
۸ ۴۳۵ 


۷ ۸۳ ۹٩ 
۷" 
۷ ٩ ۸ ه‎ 
بر ۲۶ ۵ با‎ 
۸ ۱ ۶ 


۸۱۹۲ 
۸۳۸ 
او یا 
»۰ 
1۳۹+ 


۷ با‎ ۲ 
۷۰ «۰۳ 
۷ ۳ 
۸ به‎ ۴ ٩ 
۸ ۱ » ٩ 


۴۶ ۸ 
۱ ۸۳ 
۰۴ ۸۳ 
و ۷ ۳ ۸ 
توقای 


۵ ۸۲ ۷ 
۴ ۸ ۷ 
مگ 
۵ ۸:۳ 
۲ ۱ زر 


۸ ۱ ۶ ٩ 
۸۳۲۳ ۵ 
۸۲ ٩ 
وش ول‎ 
۸۰.6۳۰ 


۷ ۸ 1 ۸ 
۷ ۸ ۸ ٩ 
۷ ٩ ۵٩ 
ار‎ < ۳ ۸ 
۸ ۰ ۴ 


و ۹ 
۸ ۲ ۲ بر 
۳ ۲ ۸ 
۵۷ ۸۳ 
۵ ۲ ۴ ار 


۵ ! ۸ ۷ 
۳ بر ۷ 
۷ 
۱ ۳ ۰ مر 
٩‏ ۸ ۵ ۸ 


۶ ۱ ۸ 
۲ ۳ ۳ بر 
۷ ۸ ۲ ۸ 
۱ ۳ ۸ 
۴ ۸۴ 


ما 
۰2۷« 
۸۳۷ 
۴ ۸ 
۵ ۷۴ ۸ 


۳ ۵ ۸ ار 
۵٩‏ ۸۸ 
۸٩ ۱ ۵‏ 
٩‏ ۷ 4 ۸ 
٩۰ ۳۲ ۵‏ 


۹۰۷۹ 
|۳۳ 
٩4 ۱ ۸ ۵ 
۹۳۳ ۳ ۸ 
۹۳۲ ۸ ٩ 


ه ۳۴ 


۹۴۳۴ و‎ 
٩ ۳۴ ۸ ٩ 
٩ ۵ ۳ ۸ 


۸۴ ۹۵ 
توا 
٩ ۲ ۸‏ 
وفوارل 
۳« ۳ 


٩ ۸ ۱ ۸ 
٩۸۶۳ 
4 ٩ ار ت‎ 
۹۹۵۳ 
۹۹۶ 


.٩ ۳ ٩ ه‎ 


۸ ۵ ه‎ ۵ 
۸ ۵ ۶ ۷ 
۸ ۶ ۲ | 
۸ ۶ ۸ 
۸ ۷ ۳ ٩ 


۷ ار 
۴ ن ۸ ۸ 
٩۱ ۵‏ ۸ 
۸٩۶ ۵‏ 
و ۲ و۹٩‏ 


سک 
٩ 1 ۳ ۷‏ 
بر 1 ٩‏ 
۹۳ 
۶ بم ۳ ٩‏ 


۹۳۳۵ 
۵ م۹۳ 
٩۹۴۳‏ 
۹۴۰۳ 
وال 


۹54۱ 
۹۳۸ 
۹:۷۵ 
۹۳۳۲ 
۹۷۶ ۸ 


٩ ۱۴ 
٩ ۸ ۵ ٩ 


. ۹۹٩ ۳ 


۹۹۴۸ 
۹۹۹1 


«۴-۹۴ 
۰:۵۵ 
۸۶:۱۵ 
۸:۷۵ 
«۳۳ 


۸۷ ۹۱ 
۸ ۴ ۸ 
۸ ٩ ۴ 
۸ ۶ 
٩۰ ۱ ۵ 


۹۰۶ ٩ 
و‎ 
٩ ۱ ۷ چ‎ 
۹۳ پٍ«‎ 
۹۳۷۹ 


و۹۳۳ 
٩ ۳ ۸ ۵‏ 
و ۳ ۲ ۹ 
۹۴۹ 
٩۹ ۵ ۳ ۸‏ 


٩ ۷ 
۶ ۲ ۴ 
2۷ ۱ 
٩ با‎ ۷ 
۹۷ «۳ 


٩ بر‎ ٩ 
٩۸ ۴ 
٩ ۸ ٩ ٩ 
فا‎ 
۹۹۷ 


۸ ۸ ۳ ار 
۸۵۹ 
۹ ۸۴ 
٩‏ ۶ ۸۶ 
۷ ۳ ۷ ۶۸ 


۸۷ ۸ ۵ 


۸ ۸۳ ۲ 


4۸ ٩ 
۸9۴ 
٩۹ ۰ ۵ ٩ 


۳« 
٩ ۲ ۷‏ 
و ۷ ۱ ٩۹‏ 
۳ 
بر ار 


4۳۲ ۵ 
3۳۷ ن‎ 
۹۴۳۲ ۵ 
٩ ۴ ۷۴ 
۹3۳۳ 


۹:۷ 
ه ( بو و 
۹۶ 
ما 
1۷۵٩‏ 


3 ه ٩۸‏ 
و ي مر 9 
٩ ۸ ٩ ۶‏ 
۹۳۹ 
۹۹۰۳ 


و ٩‏ 
۳( در 
۳ ۶ ۸ 
بو هر ۲ 
۳ ۳۲ ۸۷ 


۸ ۷۷ ٩ 
و‎ 
۸ ۸ ٩۳ 
۸ ٩ ۴ ٩ 
۹: ۴ 


هر هد ٩‏ 
وط 5 
انا 
۷ ۹۳ 
۷ ۹۲ 


ه ۲ ۳ 
هن ۷ ۳ 4 
نب ۲ ۲ 
4 ۶ ۴ 5 
٩ ۵۱ ۸‏ 


٩۹ ۵ ۶ ۶ 


۹۰-۴ 


۱۶۰۶۱ 
فر ن ۷ ٩‏ 


۷ ۴ 


۹۸۰۰ 
٩ ۸۴ 
۹۸-۹۰ 
9۳ 
۹۹۷۸ 


۸ ۴ 
۸ ۷۲ 
۸:۷ 
۸۶ ۷ 
۸ ۷ ۶ 


۰۳ ۷۴ 
۸ ۸۳ 1 
۸۶۷ 
۸ ۳ 
۸ ۸ 


۹۰۵۳ 
۹۱ ۰ 
٩ ۱ ق‎ ٩ 
تا‎ 
۹۳۳ 


٩۳۰۱ د‎ 
٩۳ ۲ ۵ 
٩۹ ۱ ۵ 
۹۳۶ 


۹۳ 


1 
٩و‏ ب۹ 
۷ 3۶ 
۳ ۹۷۲ 


٩۱۷۲ هي‎ 


ز ٩ ۷ ٩‏ 
1 ۹۸۴ 
۶ با ۸ 
د ۳ 4 4 
۴ ۷ > 4 


۷ ۷ ٩ 
۷ ۸ ۶ ۷ 
۷ ٩ ۳ ۸ 
۸ ۰ ۷ 
۸۰ ۷ ۵ 


۸ ( ۳ 
۸۳۲ ٩ 
۸ ۳ ۴ 
با‎ ۳ ۲۳ 
۸ ۴ ۰ ۱ 


۳ ۶ ۴ ی . 


۸ ۵ ۲ ۵ 
۸ ۵ ۸ ۵ 
۸۴ ۴۵ 
۸ ۷ ۴ 


۸۷ 
۸ ۸ 5 
۸ ۸ ۴ 
۸ ۲ 
۸ ٩ ۷ 


٩ ۳ 


م ی 
۹ ۹ 
۱ ۰ ۹۳ 
۳ ۹۳ 


۴ و 4۳ 
ن ۵ ٩۳‏ 
خ ۰ ۴ ٩۹‏ 
۹۴۵۵ 


٩ وج‎ ۰ 


۳ ۹۵ 
ه ه ۶ ٩‏ 
پ ء ٩۶‏ 
۹۰ 
۹۷۴ 


۹ ۷ م‎ 
٩ بر‎ ۳ ۲ 
٩۹ بر‎ ۷ ۷ 
٩۹ ٩ ۳ ۱ 
٩۹ ٩ ۶ و‎ 


۸ ۷۷ 
و ۶ بر ۷ 
۷۳۱ 
و ۵ ۵ ۸ 
٩‏ ۶ ۰ ۸ 


۸ ۶ 
۸۳ ۱۳ 
۸۳ ۲۷ 
ار‎ ۳۳ ۳ | 
۸ ۳ ٩ 3 


دید 
۱٩‏ ۸ 
٩‏ ۷ ۵ ۸ 
۲۹ ۸ 
٩ ۸‏ ۸۶ 


۸ ۷ وق‎ ۶ 
۸ ۴ 
۸ ۸ ۷ + 
۸٩ ۴ 
۸ ٩ بر‎ ۳ 


۹ 
٩۹ ٩ ه‎ 
9 وقر‎ 
۱۱ ۶ 
۱۲۴۸ 


۹ ۹۳ 
ول ۳ ٩‏ 
و ۹۴ 
ه ۵ ٩9۴‏ 
۹۳۴۹۹ 


۹۴۷ 
۹3 
٩۹ ۳ 
٩ ۶ مر‎ ٩ 
۹*۳۶ 


٩۷ ۲ 
8 بم‎ ۳ ۷ 
٩ م‎ ۷ ۳ 
۹٩ ۷ 
۹ ب‎ ۱ 


۷۰۱ ۷ 
ود 
۷۲۴ 
۳« ۷ 
۲ ۲ ۵ ۸ 


۸ ۱ ٩ 
۸۱٩ 
۸۳ ۱ 
۸۳ ۳ ۵ 
۸ ۳ ۸ ۸ 


۸۴ ۵ ۱ 
۸ ۳ 
۸ ۵ ۳ 
۸.۳۳ 
۸ * ۳ 


1 ۷ ۸ 
۸ 0 بر ۸ 
3 ۶ ۸ ۸ 
۱ ده 
٩ ۷۴‏ ۸ 


۹۳ 
٩ ۰ ۸ ۵ 
4 ۱۳۸ 
1۱ 
۳۳۳ 


۹۲۹۴ 
۱۳۴ 
٩۳ ۵ د‎ 
3 ۴۴ 
4 ۴ ۴ 


٩ ۲ 
۹٩ ۰ 
۹۶ ۳ ۸ 
٩۹ ۸ ۵ 
۹۳ 


۷ب ۷ ٩‏ 
۹۰-۳۳ 
۸ ۹۸ 
۹۲ 
۶د۹۹ 


ِ# 
1 ۲ 
وگ 
۳ 
رآ 


۶۵ 
۶ 
۶۷ 
۶ ۸ 
۹ 


۷۰ 
۷۲ 
وش 
۷۳ 
۷۴ 


۷ 
۷ ّ 
۷۷ 
۷ ۸ 
۷۹ 


۵ بش 
۸۱ 
و 
۲« 
۸۶ 


۸۵ 
ول 
۸۷ 


۱۶۵ 


هد 


